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Chisinau, 3-6 martie, 2017
Clasa a X-a, ziua intai

SOLUTIILE PROBLEMELOR

Problema 10.1. Fie polinomul P(X)=aX?+bX +c, unde a,b,ceR, a=#0 si X, X, radicinile
acestui polinom. Sa se arate cd daca a se afla intre ¢ si b—c, atunci in intervalul (—1, 1) se poate
contine cel mult una dintre aceste radacini.

Rezolvare. Presupunem contrariul: fie ci polinomul are ambele ridacini X, X, €(~1, 1). Atunci

1-xx, >0,
x| <1si|x,|<1, deunde [xX,| <1, adicd —1< xx, <1. Avem sistemul: <1+x, >0,  Prin urmare,
1+x,>0.

(L= %%, L+ % )1+ %) >0 < (L—x% L+ (X +X,)+ X% ]>0 = (1—£j(1—9+£j>0<:>

< (a—cfa—(b-c)]>0.

Aceasta ultima inegalitate contrazice faptul ca a se afla intre ¢ si b—c. Afirmatia este demonstrata.

Problema 10.2. Se considera functia strict monotona f : R — R . Sa se determine toate functiile
g:R — R, astfel incét
f(g(x+2017))> f(x)> f(g(x)+2017), (V)xeR.
Rezolvare. Consideram functia f strict crescatoare. Din conditiile problemei rezulta
g(x+2017)>x, . _ [x<g(x+2017),
{x > g(x)+2017, {x > g(x)+2017.
Tn prima inegalitate substituim x prin x —2017 si obtinem:
x—2017<g(x), .. _ [g(x)>x-2017,
{x >g(x)+2017, o {g(x)é X — 2017.
Astfel, g(x)=x—2017 pentru oricare xeR.
Verificam solutia:
f(g(x+2017))= f(x+2017 - 2017)= f(x); f(g(x)+2017)= f(x—2017 +2017)= f(x).
Inegalitatile din enunt sunt satisfacute, ele devin chiar egalitati.
Cazul functiei strict descrescatoare este absolut identic.

Problema 10.3. Fie P un punct, situat in interiorul unui triunghi ABC, astfel incat LCAP= ~/CBP .
Fie D mijlocul laturii AB,iar M si N proiectiile punctului P pe laturile BC si AC, respectiv. Sa
se demonstreze ca DM =DN .

Rezolvare. Fie E si F mijloacele segmentelor AP
si BP, respectiv. Intrucat DE si DF sunt linii mijlocii ale
triunghiului ABP, atunci DEPF este paralelogram, iar FM
si EN sunt mediane corespunzatoare ipotenuzelor
triunghiurilor dreptunghice BPM si APN, respectiv.

Au loc egalitatile:

1. DE =PF =MF;

2. DF =PE =NE;

3. m(£DEP)=m(£DFP).

Punctele E si F, fiind centrele cercurilor circumscrise
triunghiurilor dreptunghice APN si BPM, respectiv
si intrucat ZCAP = ZCBP, atunci au loc egalitatile:




4. m(«NEP)=2-m(£CAP)=2-m(£CBP)=m(£MFP).
Din 3. si 4. rezulta ca:

5. m(«/DEN)=m(£MFD).
Din 1., 5. 51 2. (LUL), rezulta ca ADFM = ANED, atunci DM = DN .
Afirmatia este demonstrata.

Problema 10.4. Sa se determine toate numere naturale nenule n, pentru care numarul
S,=1.C;,+2-C2 +3-CJ +...+n-CJ,
este un patrat perfect mai mic decat 1 000 000.

Rezolvare. Transformam termenul general al sumei
a —k.Chok. Mt . _, (en-it 5 e
ki2n—k)  (k—1)(2n—k)! (k —1)'(2n—k)!

Suma S, ia forma:
0 1 2 n-1
S, =2n(CS ,+CL ,+CZ  +..+CI).
Suma din paranteze contine n termeni — exact prima jumatate din suma tuturor coeficientilor binomiali.
Cum coeficientii binomiali, egal departati de termenii extremi ai dezvoltarii, sunt egali, suma din

paranteze este egald cu 2°"? siatunci S, =2n-2*""%, adici S, =n-2""".
Cum S, <1000 000, rezultaca ne {1, 2,3, ...,9}. Patrate perfecte se obtin doar pentru n=2(S, =16)
sipentru n=8(cu S, =2'° =262144).

BAREM DE CORECTARE
Nota: Orice alta metoda de rezolvare corecta se apreciazd cu punctaj maxim.

Problema 10.1.

1. Se presupune ca X, X, e(—l;l) s1 se scriu relatiile |X1| <1, |X2| <1,
X X <L 1

2. Se scrie sistemul

1-xx, >0,

L X > 0, 2p.
1+x,>0.

3. Se obtine inegalitatea (1— X, X, )(1+ )(1)(1+ X2)> 0

Problema 10.2.
1. Din monotonie rezulta

g(x+2017)> x,
2. Se substituie x prin Xx—2017 si se obtine sistemul

g(x)> x - 2017,
g(x)< x—2017.

...2p.



3.Seafla g(x)=x—2017

............................................................................................................................. 1p.

4. Se verifica solutia
....................................................................................................................................... 2p.
Problema 10.3.

1. Se realizeaza desenul corect si se depun punctele E si F — mijloacele segmentelor AP si
BP............... 1p.

2. Se argumenteaza ca DEPF este paralelogram
........................................................................................ 1p.

3. Se argumenteaza egalitatile DE = MF si

DF = NE ... 2p.

4. Se argumenteaza egalitatea

M(LNEP) = M(LMPFP)....oooivverineevessseeeesssesssssssessssssessssssssssssssessesss 1p.

5. Se obtine egalitatea m(/DEN )=m(£MFD)
........................................................................................... 1p.

6. Concluzie: ADFM =ANED = DM =DN
.............................................................................................. 1p.

Problema 10.4.

1. Se obtine termenul general al sumei
A = 2N G 2p.

2.Seaflda S, =n.2*""
.................................................................................................................................. 3p.

3. Se obtine ne{,2,3,...,9}
.......................................................................................................................... 1p.



