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SOLUTIILE PROBLEMELOR
. - SUNUVRE: R R v
Problema 10.5. Fiea,b,c numere reale pozitive, a<b, a<c, astfel incdt ———=—.Sa se
ab+c) 2
aratecd a=b=c.
Rezolvare. Fiara a restrange generalitatea, consideram a<b<c.
1) a<b = ac<bc; ac+ab<bc+ab; alb+c)<b(c+a) (1)
2) b<c=ab<ac; ab+bc<ac+bc; b(a+c)<clb+a) (2)
3) Reunim (1) 5i (2): a(b+c)<b(c+a)<c(a+b). (3)
Din a<b<c si (3) obtinem consecutiv:
3a(b+c)<a(b+c)+b(c+a)+c(a+b)=2(ab+bc+ca)< 2(a® +b? +c?).
2 2 2
a+b +c > §. Egalitatea are loc doar in cazul a=b=c.
ab+c) 2

2 2 2
Rezolvare alternativa. m = § < 2a® +2b% +2c? =3ab + 3ac. Dar
a(b+c)
2a’ +2b* +2¢? = (a2 + b2)+ (a2 + cz)+ (b2 +c2)2 2ab + 2ac + 2bc = 2ab + 2ac + bc + bc .
Folosind faptul ca a < min (b, C), obtinem in continuare:

2ab + 2ac +bc + bc > 2ab + 2ac + ab+ ac =3ab + 3ac.
Egalitatea are loc doar pentru a =b =c. Afirmatia este demonstrata.

Problema 10.6. Sa se arate ca exista o infinitate de numere naturale X, Y, Z, CU Z numar prim, care
satisfac ecuatia

Astfel, 3a(b+c)<2(a® +b? +¢c?), sau

X +y’ =2,

Rezolvare.
1. Observam ca numerele X =8, y =4 si z=7 reprezinta o solutie a ecuatiei.
2. Vom folosi faptul ca exista o infinitate de numere de forma 6n+1, unde n este numar natural.
3. Examinam multimea A a tuturor numerelor naturale, pentru care 6n+1 este un numar prim.

4. Pentru oricare ne A examinam numerele X, =8" si y, =4".

Avem: ( “)2 +(4”)3 =2%" 4 2°" =2°™ Prin urmare, oricare triplet (8”,4”,6n +1) Cu ne A este 0
solutie a ecuatiei din enunt. Intrucat existi o infinitate de asemenea triplete, afirmatia e demonstrata.

Problema 10.7. Doua cercuri au o coardd comuna AB. Prin punctul B se duce o dreapta care
intersecteaza cercurile in punctele C si D, astfel incat B se afla intre C si D. Tangentele la cercuri,
duse prin punctele C si D, se intersecteaza intr-un punct E. Sa se compare AD-AC cu AB- AE.

Rezolvare.

Vom aplica proprietatea masurii unghiului cu E C

varful pe cerc, cu o latura tangenta si alta secanta
a cercului si madsura unghiului Inscris in cerc.

Fie m(«/BAD)=a = m(arcBD)= 2«, atunci B
m(/CDE)=« .

Fiem(£BAC)= 8 = m(</DCE)= 4.
Din triunghiul CDE avem m(ZCED)=180° —a — f3. D
Observim ca m(£CAD)+m(CED)=180°, atunci 7

patrulaterul ACED este inscriptibil,
deci «/BDA=/CEA. (*)
Din (¥) si din faptul ¢ m(£BAD)=m(£CAE)=«,

rezulta ca triunghiurile BAD si CAE sunt asemenea, atunci % = % = AD-AC=AB-AE.



Problema 10.8. Pentru care valori ale parametrului real a ecuatia

2 2
\/5a+1/5a—x—XZ + X+XI=0 are cel putin o solutie reala?
2 2 2 2
Rezolvare. \/5a+,/5a—x—x— +x+X—=0 = \/5a+1/5a—x—x— =—x—X—.
4 4 4 4

2 2 2
Se impune conditia —X—X?20<:> Xe[—4;0] :OS—X—XZSL Notand _X_%:t’ 0<t<1,

0<t<] 0<t<]
obtinem y5a++5a+t =t < &
{5a+\/5a+t =t? {\/5a+t =t’ —5a.

0<t<1=0<t’<1= -5a<t’-5a<1-5a.

1. Dacil-5a<0 < a>%:>t€@,deCiXE@.

0<t<l,
i+t =t?-1
0<t<l1 t*-5a=0, 0<t<1 t*>5a,

~
Ba+t=t'—10at? +25a>  |25a%—5(1+2t’Ja+t* —t =0.
Calculdm A = 25(1+ 2t? f —100(t* —t)=100t? +100t + 25 = 25(2t +1)7.

2. Daca a=%:>—1£t2—130:>{ =>tedd,deci xed.

3. Fieax % , obtinem sistemul{

0<t<l t*>5a, 0<t<l t*>5a,
514 2t?)-5(2t +1) R 0<t<1, t*>5a,
Obtinem: a= 50 PSS 5 < tP—t-5a=0,
,_5l+2t’)+5(2t+1) L, Urtel L2+t+1—5a=0.
50 5
Observam ca t> —5a+t+1> 0 , deci ecuatia a doua a totalititii nu are solutii.
0<t<],
A rimas sa cercetam sistemul < t* > 5a, Q) Calculam A, =1+20a.
t* —t-5a=0.

31 Fie A <O a<—%:>te®, decixed.
: 1 1 : . x> 1 § 3 -
3.2. Fie a=—-— =1t ==, atunci ecuatia — X —— = — are doua solutii reale distincte.
20 2 4 2
33. Fie A, >0 —% <a< % . Distingem doua situatii:

0<t<]

3.3.1. Fie —i<aso, atunci  sistemul (1) devine , &
20 t°—t-5a=0.

St= % € [0:1], deci ecuatia va avea solutii reale.
. . . 5a <t<],
3.32. FielO<ac< 1, atunci sistemul (1) devine V5a
5 t* —t-5a=0.
t= w <0,iar t= w >1, deci ecuatia data nu are solutii reale.

1
Ra rae|——0
aspuns e{ 20 }



Nota: Orice alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctaj maxim.

Problema 10.5.
1. Se considera, fara a restrange generalitatea,

A<D K Coiie e e Ip.
2. Se obtine inegalitatea dubld a(b+c)<b(c+a)<c(a+b)

4. Concluzia: egalitatea este posibila doar pentru
A=D=C

Problema 10.6.
1. Se afla o solutie particulara

(BL4,7) eoveverrreeirnneresese i

..................... p.

2. Se foloseste afirmatia ca exista o infinitate de numere prime de forma 6n+1

......................................................................................................... Ip.
Problema 10.7.
1. Se obtine argumentat egalitatea
M(LCAD)+M(LCED)=180°.........couvviiiiiieeeeiieeieeee e 3p.
2. Se obtin relatiile /BDA = /CEA;
ZCAE=ZCDE ... 2p.
3. Se face concluzia ca
ABAD ~ ACAE ... e Ip.
4. Se face concluzia argumentata:
AD-AC=AB:- AE ... Ip.
Problema 10.8.
2
1. Se noteaza —X- XZ =t si se face concluzia ca 0<t<1
............................................................ Ip.
< 1
2 Se cerceteaza cazul a= 5
............................................................................................ Ip.
, . t? —t—-5a=0,
3 Se obtine totalitatea , pentru
t?+t+1-5a=0
1
A o o s 2p.
5 p
< 1
4 Se cerceteaza cazul a<—
20
..................................................................................................... Ip.
5. Se cerceteaza cazul
_ L A 0 Ip.



6. Se cerceteaza cazul O<a<= si se obtine raspunsul corect



