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SOLUTII

11.1. Fie (a,)py un sir de numere intregi ce verificd relatia an+1=a}]°°9+32017,Vn >1. Cdt de multe patrate

perfecte poate contine acest sir? Argumentati raspunsul.
Solutie. Valorile posibile ale perechilor (a, mod4, a,,; mod4) sunt (0, 3), (L 0), (2, 3) si (3, 2). Deci, indiferent
de valoarea a,, toti termenii a,, N>3, sunt egali cu 2 sau 3 (mod 4) si, deci, nu sunt pétrate perfecte. In concluzie,

avem cel mult doi termeni patrate perfecte: & si a,.

Sa demonstram cd & si a, nu pot fi simultan patrate perfecte. Presupunem contrariul, a = a? si a, = b2,

unde a si b sunt numere naturale. Avem b? =a%8 43017 echivalent cu (b—aloog)(b+a1009)=32017, ceea ce

implica b— al00 =3¢ si b+ a0 3t

23t =3° (35 —1), unde s+t=2017 si $<1008.

unde numerele naturale s si t verifica relatiile S+t=2017 si s<t. Deci,

Daci 5>0, atunci 3°(37° —1)M si, deci, 2a1%%9 M8, ceea ce implica al%% NgIO%

. Rezulta ca si partea dreaptd
35(37°-1) se divide la 3!°%°, ceea ce e imposibil datorita inegalititii 5<1008.

Daca s=0, atunci 231009 32017 _1 - Avem  al0%% < 32017 _1 32018 _ 91009 si, deci, a<9. Deoarece
3?0 _1=2 (mod 4), rezultd ca a este impar, ceea ce implica a€{l,3,5,7}. Cazul a=1 este imposibil deoarece

23 _1. Cazul a=3 este imposibil deoarece 3?97 _1 nu se divide la 3. Cazul a=5 este imposibil deoarece
2-519% MO, dar 32" —1=2(mod 10). Cazul a=7 este imposibil deoarece 3% —~1=2(mod 7).

Deci, numerele a si a, nu pot fi simultan patrate perfecte. In concluzie, printre termenii sirului (a, )y

putem gasi cel mult un patrat perfect (de exemplu, dacd g, este patrat perfect).

11.2. Sa se afle toate functiile continue f:; — | , ce verifica relatia f(X)=5f(5x)—-5x, Vxe; .
. . . 5 25
Solutie. Consideram functia g:; —i , g(X)=f(x) —ﬂx, vxej . Avem g(5x)= f(5x) —ﬂx , VXej .
1 . 1 1 1 T :

Deoarece f(5x)= c f(X)+x, Vxej , rezultd ca g(5x)= c f(x) Y X= c g(x), Vxe;j , ceea ce implica relatia

< 1 (1 o 1 1
recurentd g(Xx)==9| =x |, VXej ,adica g(X)=—9g| —=Xx |, VXe; , VneN.

5 5 5|"| 5n
Deoarece functia f este continud, rezulta ca si functia g este continua. Avem

009 =m 509~ o )= i 55 o i (0. e

R 5 R N . 9 9 . . o o
ceea ce implicd f(x) = 2 X, VX e . Substituind in relatia initiala, obtinem cd aceasta functie este unica ce verifica

conditia problemei.



11.3. Sa se determine toate numerele de patru cifre, ce sunt divizibile cu 11 si au suma cifrelor cu 1 mai mica decat
produsul lor.

Solutie. Numarul abcd este divizibil cu 11 daca si numai daca [a+c—(b+d)] este divizibil cu 11. Deoarece
b+d <18 si a+c <18, atunci avem 2 cazuri posibile: 1) a+c—(b+d)=0 si2) a+c—(b+d)=+11. Din conditia
problemei avem a+b+c+d+1=abcd, ceea ce implica abcd >1, adica a,b,c,d #0.
Cazul 1. a+c—(b+d)=0.
Deoarece a+c=Db+d, rezulta ca abcd =2(a+c)+1. Deci produsul abcd este un numar impar, adica toate
cifrele a,b,c,d sunt numere impare, ceea ce implica dubla inegalitate 5=2(1+1)+1<abcd <2(9+9)+1=37.
Rezulta ca cel putin o cifra dintre cifrele a,b,c,d trebuie sa fie mai mica decat 3, deoarece, in caz contrar,

am fi avut inegalitatea falsa 37 >abcd >3-3-3-3=81. Deoarece aceasta cifra trebuie sa fie impara, atunci ea este
egala cu 1.

Fie a=1. Atunci 1+c=Db+d si 2c+3=bcd, adica bcd <2-9+3=21. Analog, cel putin o cifra dintre
cifrele b,c,d trebuie sa fie mai mica decat 3, deoarece, in caz contrar, am fi avut 21>bcd >3-3-3=27, ceeace e

fals. Daca ar fisi c=1, atunci 2=b+d si 5=bd, adica b=d =1, dar 5#1. Deci c#1, adica b=1 sau d =1.

Fie b=1. Atunci 1+c=1+d si 2c+3=cd, ceea ce implici c=d si 2c+3=c”, adici c=3 si d=3.
Astfel, obtinem numarul abcd =1133. Deoarece conditiile initiale (a+c=b+d si a+b+c+d+1=abcd) sunt
simetrice n raport cu a si c (respectiv b si d), obtinem inca 3 solutii: 3113, 1331, 3311. Daca d =1, atunci

rationamentul e analog si obtinem aceleasi solutii. Similar obtinem si in cazul a=1 si una din cifrele b,c,d este 1.

Cazul 2. a+c=b+d+11.
Cercetam doar acest caz, deoarece cazul a+c+11=b+d este analog. Rezulta ca 2(b+d)+12=abcd,

adica produsul abcd este un numar par. Avem 13=1+1+11<b+d+11=a+c<9+9=18, adica are loc dubla
inegalitate 13<a+c <18 (*).

Deoarece a+c<18, atunci b+d=a+c-11<9+9-11=7. Avem abcd =2(b+d)+12<2-7+12=26,
adica aCS%S%. Atunci ¢>13-a>13-9=4, adici a<26/c<26/4=6,5, ceea ce implici a<6. Analog

obtinem € <6. Obtinem a+C<6+6=12, contradictie cu (*). Deci, in cazul 2 nu avem solutii.
In concluzie, toate solutiile problemei sunt 1133, 3113, 1331, 3311.

11.4. Tntr-un trapez dreptunghic ABCD, cu unghiurile drepte in varfurile A si B, se afld doud cercuri. Unul din
ele este tangent la laturile laterale si la baza mare AD, iar celalalt este tangent la laturile laterale, la baza mica
BC si la primul cerc.

1) Dreapta ce trece prin centrele cercurilor intersecteaza AD in punctul P. Sa se demonstreze ca

AP =sin(«D).
PD

< . : . - . 4 1
2) Sa se determine aria trapezului, daca razele cercurilor sunt 3 Si 3

Solutie.
1) Deoarece cercurile sunt tangente ntre ele, construim tangenta lor comuna LZ . Notam: m(£D)=«, R - raza

cercului mare cu centrul in O,, r — raza cercului mic cu centrul in O,, M — piciorul perpendicularei dusa din O, pe
AD, N — piciorul perpendicularei dusa din O, pe AB, K — piciorul perpendicularei dusa din O, pe CD, E — piciorul
perpendicularei din O, pe AB, F — piciorul perpendicularei din O, pe CD, T — piciorul perpendicularei din O, pe
BC, S — punctul de intersectie a cercurilor, G =(0,0,) N (BC), P =(0,0,) " (AD) si m(£LMO,P) =¢.



Conform teoremei de egalitate a segmentelor, determinate de
tangentele duse dintr-un punct exterior la un cerc, avem
AM=AN=R, BE=BT =r, LE=LS=LN,
/F=7S=7ZK, DM =DK, CT =CF.
Din egalitatea unghiurilor determinate de doua drepte paralele si o
secantd, teorema despre unghiurilor opuse la varf si relatiile de
z perpendicularitate OM L AD si O,T L BC, obtinem

L m(£GO,T) =@, m(£NO,S) =90° — ¢, m(LNLS) =90° + ¢,
m(£EO,G) =90° — ¢, m(LEQO,S) =90° + ¢, m(LELS) =90° — ¢,

m(/MO,K) =180° — &z, m(LTO,F) = &, m(£BCD) =180° —

m(£SO,K) = a + ¢, m(£LSZK) =180° — (« + ¢),

M(LSZF) = a + ¢, m(£LSO,F) =180° — (a + ¢).

A M P D Atunci MP =Rtge si AP =AM +MP =R(1+tge) (1).

Conform teoremei cosinusurilor pentru VNSO, si WNSL, avem 2R*(1-—sing)=NS*=2LN?(L+sing),

adici LN =R i_zl:(o (2). Analog, din VEO,S si VELSavem 2r®(l+sing)=ES?=2LE*(1-sing), adici
+sing
LE=r 1+s!n 4 (3). Deoarece LN =LE, atunci din (2) si (3) obtinem r = R-l_s!nq) (4). Efectuand rationamente
1-sing 1+sing
similare pentru perechile de triunghiuri (VSO,K, VSZK) si (VSO,F, VSZF ), obtinem r = R-M (5).
1+cos(a + @)

1-cos(a+¢) 1-sing

Din (4) si (5) avem = -
1+cos(a+¢) l+sing

, ceea ce implica sing = cos(a + @), adicd cos(90° — @) = cos(a + @) .

Deoarece 0° < <90° si 0° <+ <180°, atunci 90°—p = a + ¢, adica a =90°—2¢ (6).

Deoarece MD =KD, atunci in mod analog pentru MVO,KM si VDKM obtinem MD =R i+cosa . Avem
—Ccosa
PD = MD—MP = R[22 _Rtg0 (7). Din relatiile (1), (6) si (7) obtinem
— o
R+tg ¢) ____1+t9e  _ 1'+tg§0 - 1+ge =C0s2¢ =sina.
1+COSa 1+cosa 1+sin2¢ Cosp+sing
go —t — T —tge . g
1 cosa 1-cosa 1-sin2¢ Cosp—sing
2) Daca R —ﬁ si ==, atunci din (4) si (6) obtinem 1=£~1_S!n¢ , ceea ce implicd sin(p=§ si COS¢=£, adica
3 3’ 3 3 l+sing ) 5
Sina=0052(o=l si cos(x:ﬁ (8). Atunci, din (8) avem AD=AM +MD=R+R /1+cosa =g (9). Din (2) si
25 25 1-cosa
(3) obtinem AB=AN +NL+LE+EB=R+r+2R i SIN¢ _ 3 (10). Tn final, BC = BT +TC =r+TC . Analog cu
+sing

(3), din VTO,F si VICF avem TC =r.|==®%  de unde rezulta ca BC =r+r /1_“’5“ =8 1), ceea ce
1+cosa l+cosa 21

AD+BC . _ 1(32 8j3 116

implicd Ao = > >\ 3 + o1 >
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