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SOLUTII

11.5. Sd se arate ci 8-cos® x-(L—ctg x) <1, VX G[%,%}

Solutie. Fie f(x)=cosx si g(x)=sinx—cosXx, We{% E} Avem f(x)>0 si g(x) >0, VXE‘:% E} Aplicand

inegalitatea mediilor, obtinem 2,/f(x)g(x) < f(X)+g(X), VXE{%,%}, adica ZJcosx(sinx—cosx)ssinx,

T e . . T . . cosx(sinx—cosx) _sinx
VXE‘:Z,E}, ceea ce implica 4cosx(sin x—cosx)gsmzx, VXE[Z,E}. Rezulta ca ( - )s 2
sin x

8¢0s? X(sin x — cos X)
sin x

VXE‘:% %} ceea ce implica 8C0$2X(1—Ctg X) = <2sinxcosx=sin2x <1, VXE‘:E Z]

42

Cazul de egalitate ar putea fi atunci cand sin2x =1, adica x = % , dar deoarece 8cos? %(l— ctg %) =0<1, rezulta ca

T
inegalitatea este strictd, adicd 8cos® x(1—ctgx) <1, VX € {Z E} .

nN—o0

11.6. Calculati lim [Zc K61« J / (Z C22k+161kJ

n n
Solutie. Avem X, = > CZx61¢ :ZCZZr'f( 61)2 siy, = ZCZk+l6lk ZCZ"+1( ) “! Vn=1, ceeace
k=0 -

2n 2n
implica X, +yn\/_ 1++/61)*" si Xn —yn«/_ (1-/61)>", ¥n>1. Obtinem X, —(1+\/_) +(1-61)

2
1+/61)*" - @1-61)*" X (1+/61)*" + (1-61)*"
Yh = NG , Yn>1, ceea ce implica y—nle (1+\/_)2n @ \/_)Zn

vn>1. Rezulta ca

n c2kp1k 1 (*/__1]
Ilmz—: ||m _\/_ lim (1+\/_)2n+(1 \/_)ZI’I \/a“m ’ \/a'Fl :\/a.
ZCZ"+161" n—>ooyn n_>w(1+J_)2“ (1-/61)" N—>o0 (\/ﬁ_l)%
1—
J61+1

11.7. Aflati toate valorile parametrului real a, pentru care sistemul

X* +5x+y* —y—|x—5y+5/ =51
ax—-y-5a+2=0

are exact 2 solutii reale distincte.

Solutie. Cercetam expresia E(X,y) =x—-5y+5 ce se afla in modul. Avem doua cazuri posibile.

. . X . . . C . . ..
Cazul 1. Fie E(x,y) >0, adica y < 5 +1. Obtinem ca sistemul initial este echivalent cu sistemul de ecuatii



X? +5X+Yy° —y—x+5y—-5=51
y—2=a(x-5)

, care poate fi scris In forma echivalenta {

(x+2)°+(y+2)°=8°
y=a(x-5)+2
Ecuatia y = a(x—5)+2 determina un fascicul
de drepte ce trec prin punctul A(5;2) . Una din aceste

drepte este dreapta “frontiera” y:%+1 (pentru

1 . . )
a:g), ce margineste semiplanul determinat de

conditia impusa E(x,y)>0.
A doua dreapta ‘“frontiera” este dreapta
y=a,(x-5)+2, care este tangenta la cercul

(x+2)*+(y+2)*=8°. Din aceste considerente,
ecuatia (Xx+2)*+(a(x—5)+4)>=8" are exact o
solutie. Aceasta ecuatie are forma echivalenta

(1+a)x* —(10a’ —8a, —4)x + (25a’ —40a, —44) =0

si, deoarece aceastd ecuatie are exact o solutie, rezultd ci 0= A = 60a +224a, +192. Se obtin doui valori posibile ale

parametrului a, : —% si —2,4 (pentru cele doua tangente duse din punctul A la cercul dat), dar alegem valoarea

a, =—2,4, pentru care se verifica conditia impusa E(X,y)>0 (dupa cum se observa si din grafic).
Deci, in acest caz, obtinem:

1) daca a e (—;-2,4), atunci avem doua puncte de intersectie, adica sistemul are doua solutii;

2) daca a=-2,4, atunci avem un singur punct de intersectie, adica sistemul are doar o0 solutie;
3) daca ae(-2,4;0,2), atunci sau nu avem puncte de intersectie, sau aceste puncte se afla mai sus de dreapta

. X e . ..
“frontiera” y = g +1, adica sistemul nu are solutii;

4) dacd a€[0,2;+x), atunci avem doua puncte de intersectie, adica sistemul are doua solutii.

. .o X . o . ... . . ..
Cazul 2. Fie E(x,y) <0, adica y > 5 +1. Obtinem ca sistemul initial este echivalent cu sistemul de ecuatii

X? +5X+y? —y+Xx-5y+5=51
y—2=a(x—->5)

|

AV

, care poate fi scris in forma echivalentd {

x=5

(x+3)* +(y—3)* =64
y=a(x-5)+2
Rationamentul este analog cazului
anterior, doar ca a doua dreapta de frontiera (ce

e tangentd la cercul (x+3)*+(y—3)>=64),
este dreapta x =5. Deci, in acest caz obtinem:

1) daca ae(-;0,2), atunci avem doua

puncte de intersectie, adica sistemul are doud

solutii;
2) daca ael0,2;+x), atunci sau nu avem
puncte de intersectie, sau aceste puncte se afla

=9

.. . X .
mai jos de dreapta “frontierd” y = 5 +1, adica

sistemul nu are solutii.



Unind cele doua cazuri, obtinem:
1) daca a e (—;-2,4), atunci sistemul are 4 solutii;
2) daca a=-2,4, atunci sistemul are 3 solutii;
3) daca ae(-2,4;0,2), atunci sistemul are 2 solutii;
4) daca a€[0,2;+), atunci sistemul are 2 solutii.

Deci, sistemul are exact 2 solutii atunci si numai atunci, cand a € (-2, 4; + ) .

11.8. Un elev trebuia si inmulteascd un numdr de 3 cifre cu un numdr de 4 cifre (numerele nu se incep cu 0). In loc
sa procedeze astfel, el doar a alipit numarul de 4 cifre la dreapta numarului de 3 cifre, obtinand in rezultat un numar
de 7 cifre, care este de N ori (N €¥ ) mai mare decat rezultatul corect.

a) Poate N sd fie egal cu 2 sau 10?

b) Sa se gaseasca cea mai mare valoare posibila a lui N .

Solutie. Fie abc - numdrul de 3 cifre si defg - numarul de 4 cifre. Atunci numarul de 7 cifre are forma abcdefg . Din
conditia problemei avem abcdefg = N -abc - defg , echivalent cu abc-10* = defg - (N -abc —1) (1).
a) Fie N = 2. Atunci (1) ia forma abc-10* = defg - (2-abc —1) (2). Deoarece (2-abc—1) este un numar impar, si defg
nu se divide la 10, atunci (2-abc—1) trebuie si se divida la un numar de forma 5" (m=>1). Fie, de exemplu,
2-abc—1=5"=625. Atunci abc=313 si, din (2), obtinem, ci defg =5008, adica abcdefg =3135008. Deci
valoarea N =2 e posibila.

Pentru N =10 egalitatea (1) ia forma abc-10* = defg - (10-abc —1) . Expresia (10-abc—1) e un numar impar
(nu se divide la 2) si are ultima cifrd 9 (nu se divide la 5). Deci, la 10* trebuie sa se divida numarul defg <10*, ceea
ce e imposibil, adica valoarea N =10 e imposibila.
b) Din egalitatea (1) avem abc-10*=(N-abc—1)-defg > (N-abc—1)-d-10°, ceea ce implici inegalitatea
abc-10> (N -abc—1)-d = Nd -abc—d , adicd abc-(Nd —10) <d <10, de unde rezultd ca Nd —10<0, adica are loc
inegalitatea Nd <10. Deci, sau d =1 si N <10, sau 2<d <9 si N<5.

Fie ca are loc cazul 1), adicd d =1 si N <10. Atunci din (1) avem abc-10* =lefg- N -abc—1lefg, ceea ce

lefg

implica lefg = abc- (N -1efg —10%) (3), adica are loc inegalitatea 0< N -1efg —10* = = <20, de unde rezulta
C

10000 < N -16fg <10020 (4). Deci, avem N > 2o » 10000

>
lefg 2000

Fie N=9. Atunci din (4) obtinem @Qe_fg <%, ceea ce implicd 1111<lefg <1113, adicd

=5 si, deoarece N <10, rezulta ca N €{6,7,8,9}.

lefg e{1112,1113}. Considerand 1lefg=1112, din relatia (3) obtinem 1112=abc-8, adici abc=139. Deci
abcdefg =1391112 si N, =9.




Barem de corectare

11.5.

Considerarea functiilor f(X)=C0osXx>0 si g(X) =sinX—C0sX =0, YXE[Z /4,71 2] ccoococoviccccrrrrrevrrcirririen 1p

Obtinerea inegalitatii 2,/C0S X(SiN X—COSX) <SINX, VX € [/ 4,7 2] ccoceeevvecrvrvcssiiiireeeeccsecssssssseceneeeccsssssn 1p

Obtinerea inegalitatii 4cos x(sin X —cos x) <sin?x, Vxe [72'/4, !l 2] ..................................................................... 1p
COS X(Sin x—cos x) _ sinx

Obtinerea inegalitétii ( - ) < , VX e[ﬂ/4,7r/2] ......................................................................... 1p

Sin X

Obtinerea inegalititii 8c0os> x(l—ctgx) <sin2x, VXe [7[/ 4,7/ 2] ......................................................................... 1p

Obtinerea inegalititii 8cos? x(l-ctgx) <1, VXe [7[/4,7?/2] .................................................................................. 1p

Obtinerea inegalititii 8Cos? x(l-ctgx) <1, VXe [7[/4,7[/2] .................................................................................. 1p

11.6.

Scrierea numaratorului intr-o forma comoda ce va oferi posibilitatea de aplicare a Binomului lui Newton......... 1p

Scrierea numitorului intr-o forma comoda ce va oferi posibilitatea de aplicare a Binomului lui Newton .........1p

Obtinerea ecuatiilor X, + ynJﬁ =1+ Jﬁ)zn s N Z L 1p

Obtinerea ecuatiilor X, —Y,v61= (1—\/61)2n s N Z L 1p
Obtinerea solutiilor X, si Y, VN1 s 1p

Obtinerea formulei pentru raportul Xn/yn T v 1t S 1p
o Xy
Calcularea limitei M —5 = (/81 oottt et s e ene 1p

n—o0 yn

11.7.

Determinarea numarului de solutii in dependenta de parametrul a (in primul caz).......cccovcvvvvervcirerrivereenn. 1p

Obtinerea sistemului de intersectie a unui cerc cu o dreapta (in al doilea €caz) ......ccceceeeveevevrcrirecee e 1p
Deducerea corectd a raspunsului final prin unirea celor doU3 CazZUIi.......ceeeeeeecicieceeeeceeeteeeee e e 1p
11.8.

Obtinerea egalitatii abc-10* =%-(N .ﬁ—l) .................................................................................. 1p
StUdierea CazUIUTl N =2 ..ottt et ettt e 1p

Studierea cazului N =10 ..ottt et 1p



Obtinerea inegalitatii Nd <10

Obtinerea cazurilor d =1, N <10 si 2<d <9, N <5t 1p

Deducerea faptului cd N, =

D e e st b bbbt st ben e teseraeas 2p



