
A 61-a OLIMPIADĂ DE MATEMATICĂ A REPUBLICII MOLDOVA   

Chişinău, 3 – 6 martie 2017 

Clasa a XII-a, prima zi 

SOLUȚII: 

12.1.  

𝐼 = ∫ √4𝑥4 − 4𝑥3𝑒𝑥2
+ 𝑥2𝑒2𝑥2

𝑑𝑥

1

0

= ∫ √(2𝑥2 − 𝑥𝑒𝑥2
)

2
𝑑𝑥

1

0

= ∫|2𝑥2 − 𝑥𝑒𝑥2
|𝑑𝑥

1

0

= ∫|𝑥||2𝑥 − 𝑒𝑥2
|𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑥|2𝑥 − 𝑒𝑥2
|𝑑𝑥

1

0

. 

Așa cum 𝑒𝑥2
≥ 𝑥2 + 1 ≥ 2𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ, avem că |2𝑥 − 𝑒𝑥2

| = 𝑒𝑥2
− 2𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ.  

Deci 𝐼 = ∫ (𝑥𝑒𝑥2
− 2𝑥2)𝑑𝑥 = (

1

2
𝑒𝑥2

−
2

3
𝑥3)|

0

1
=

1

2
(𝑒 − 1) −

2

3
=

1

2
𝑒 −

7

6
.

1

0
 

 

12.2.  

Fie 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 = 𝑎.  
Fie 𝒜𝐴𝐴1𝐶1𝐶 = 𝒜𝐴𝐴1𝐵1𝐵 = 30 cm2,  

𝒜𝐵𝐶𝐶1𝐵1
= 45 cm2 . Fie 𝐴1𝑂 ⊥ (𝐴𝐵𝐶), 

𝐴1𝑂 = 5 cm.  

Fie 𝑂𝑆 ⊥ 𝐴𝐶, 𝑂𝑇 ⊥ 𝐴𝐵.  
Atunci 𝐴1𝑆 = 𝐴1𝑇 ⇒ 𝑂𝑆 = 𝑂𝑇 ⇒ 

𝐴𝑂 – bisectoarea unghiului 𝐶𝐴𝐵 sau a 

unghiului suplimentar lui.  

Fie 𝐴𝐾 ⊥ 𝐵𝐶, 𝐾 ∈ 𝐵𝐶. 
Cazul I. Fie 𝑂 ∈ 𝐴𝐾.  

Atunci 𝑂𝐴 = 2𝑂𝑆, 𝐴1𝑆 =
30

𝑎
, 

 𝐴1𝑂2 + 𝑂𝑆2 = 𝐴1𝑆2 

⇔ 25 + 𝑂𝑆2 =
900

𝑎2 .                    (1) 

𝐴𝑂 – bisectoare ⇒ 𝐴𝑂 ⊥ 𝐵𝐶,     
𝐴1𝐴 ⊥ 𝐵𝐶 ⇒ 𝐵𝐶𝐶1𝐵1- dreptunghi  

⇒ 𝐴1𝐴 ∙ 𝑎 = 45 ⇒ 𝐴1𝐴 =
45

𝑎
. 

Atunci  𝐴1𝐴2 = 𝐴1𝑂2 + 𝑂𝐴2 ⇒
2025

𝑎2
= 25 + 4𝑂𝑆2                         (2). 

Din (1) și (2) rezultă că 𝑎 = √21 cm. 

Cazul II. Fie 𝑂 ∈̅ 𝐴𝐾.  

𝐴𝑂 – bisectoarea unghiului 𝑆𝐴𝑇 

⇒ 𝐴𝑂 ∥ 𝐵𝐶, 𝐴1𝐴 ∥ 𝐶1𝐶 

⇒ (𝐴1𝐴𝑂) ∥ (𝐶1𝐶𝐵). 
𝐴𝑂 ⊥ 𝐴𝐾 ⇒ 𝐴1𝐴 ⊥ 𝐴𝐾 ⇒ 𝐶1𝐶 ⊥ 𝐴𝐾.  
Cum 𝐴𝐾 ⊥ 𝐵𝐶,  

avem că 𝐴𝐾 ⊥ (𝐵𝐶𝐶1𝐵1) ⇒
(𝐵𝐶𝐶1𝐵1) ⊥ (𝐴𝐵𝐶).   
Fie 𝐶1𝑃 ⊥ (𝐴𝐵𝐶) ⇒ 

𝑃 ∈ 𝐵𝐶,  



𝐵𝐶 ∙ 𝐶1𝑃 = 45 ⇒ 𝐵𝐶 = 9 cm.  

Dar 𝐴1𝑆 ∙ 𝐴𝐶 = 30 ⇒ 𝐴1𝑆 =
10

3
. Atunci 5 = 𝐴1𝑂 < 𝐴1𝑆 =

10

3
 - fals. 

 

12.3. 𝐴 = (
−3 4
−3 5

) = (
3 0
0 3

) + (
−6 4
−3 2

) = 3𝐼2 + 𝐵,   unde 𝐵 = (
−6 4
−3 2

). Așa cum 

𝐵2 = −4𝐵, deducem că 𝐵𝑘+1 = (−1)𝑘4𝑘𝐵.  

Atunci 𝐴𝑛 = (3𝐼2 + 𝐵)𝑛 = 𝐶𝑛
03𝑛𝐼2 + 𝐶𝑛

13𝑛−1𝐵 + 𝐶𝑛
23𝑛−2𝐵2 + 𝐶𝑛

33𝑛−3𝐵3 + ⋯ + 𝐶𝑛
𝑛𝐵𝑛 =

𝐶𝑛
03𝑛𝐼2 + 𝐶𝑛

13𝑛−1𝐵 + 𝐶𝑛
23𝑛−2(−4)𝐵 + 𝐶𝑛

33𝑛−3(−4)2𝐵 + ⋯ + 𝐶𝑛
𝑛(−4)𝑛−1𝐵 = 

𝐶𝑛
03𝑛𝐼2 −

1

4
𝐵[𝐶𝑛

13𝑛−1(−4) + 𝐶𝑛
23𝑛−2(−4)2 + 𝐶𝑛

33𝑛−3(−4)3 + ⋯ + 𝐶𝑛
𝑛(−4)𝑛 + 𝐶𝑛

03𝑛 − 𝐶𝑛
03𝑛]

= 𝐶𝑛
03𝑛𝐼2 −

1

4
𝐵[(3 − 4)𝑛 − 3𝑛] = 3𝑛𝐼2 +

3𝑛 − (−1)𝑛

4
𝐵

= 3𝑛𝐼2 +
3𝑛 − (−1)𝑛

4
(

−6 4
−3 2

). 

12.4. 𝑎𝑛 = (𝑥 ln𝑛 𝑥)|1
𝑒 − ∫

𝑥∙𝑛∙lnn−1 𝑥

𝑥
 𝑑𝑥

𝑒

1
= 𝑒 − 𝑛𝑎𝑛−1.  

  

Avem că: ln𝑛 𝑥  <  ln𝑛−1 𝑥, ∀𝑥 ∈ [1; 𝑒], ceea ce implică: 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛−1.  

Astfel, 𝑒 − 𝑛𝑎𝑛−1 = 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛−1 ⇔ (𝑛 + 1)𝑎𝑛−1 > 𝑒 ⇔ 𝑎𝑛−1 >
𝑒

𝑛+1
⇒ 𝑎𝑛 >

𝑒

𝑛+2
. 

Totodată  𝑎𝑛 < 𝑎𝑛−1 ⇒ −𝑛𝑎𝑛 > −𝑛𝑎𝑛−1 ⇒ 𝑒 − 𝑛𝑎𝑛 > 𝑒 − 𝑛𝑎𝑛−1 ⇒ 𝑒 − 𝑛𝑎𝑛 > 𝑎𝑛 

⇒ (𝑛 + 1)𝑎𝑛 < 𝑒 ⇒ 𝑎𝑛 <
𝑒

𝑛 + 1
⇒

𝑒

𝑛 + 2
< 𝑎𝑛 <

𝑒

𝑛 + 1
. 

De unde rezultă:  
𝑒∙∑

1

𝑘+2 
𝑛
𝑘=1

ln 𝑛
<

∑ 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=1

ln 𝑛
<

𝑒∙∑
1

𝑘+1 
𝑛
𝑘=1

ln 𝑛
. 

Atunci 

lim
𝑛→∞

∑
1

𝑘 + 2 
𝑛
𝑘=1

ln 𝑛
= lim

𝑛→∞

∑
1

𝑘 + 2 
−𝑛+1

𝑘=1 ∑
1

𝑘 + 2 
𝑛
𝑘=1

ln(𝑛 + 1) − ln 𝑛
= lim

𝑛→∞

1
𝑛 + 3

ln (1 +
1
𝑛)

= 1. 

Prin analogie, obținem  

lim
𝑛→∞

∑
1

𝑘 + 1 
𝑛
𝑘=1

ln 𝑛
= 1. 

 
Atunci  

lim
𝑛→∞

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

ln 𝑛
= 𝑒. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Barem de corectare 

 

 

PROBLEMA 12.2. Punctaj 
acordat 

Desen corect și argumentarea, că proiecția vârfului A al bazei (ce aparține muchiei comune 
a fețelor laterale cu arii egale) pe cealaltă bază aparține bisectoarei unghiului format de 
dreptele AB și AC 

1 punct 

Obținerea în cazul 𝑂 ∈ 𝐴𝐾:  25 + 𝑂𝑆2 =
900

𝐴𝐵2. 1 punct 

Demonstrarea că fața laterală cu aria de 45 cm2 este dreptunghi  1 punct 

Obținerea 25 + 4𝑂𝑆2 =
2025

𝐴𝐵2  1 punct 

Determinarea 𝐴𝐵 = √21 cm 1 punct 

Argumentarea cazul 𝑂 ⋷ 𝐴𝐾 este imposibil 2 puncte 

Total  7 puncte 

 

PROBLEMA 12.3. Punctaj 
acordat 

Scrierea 𝐴 = 3𝐼2 + (
−6 4
−3 2

) 2 puncte 

(
−6 4
−3 2

)
𝑘+1

= (−1)𝑘4𝑘 (
−6 4
−3 2

) 
2 puncte 

Dezvoltarea binomului (3𝐼2 + (
−6 4
−3 2

))

𝑛

 
1 punct 

Obținerea 𝐴𝑛 = 3𝑛𝐼2 +
3𝑛−(−1)𝑛

4
(

−6 4
−3 2

) 2 puncte 

Total

 
7 puncte 

Notă: (Metoda șirurilor recurente)  

𝐴𝑛 = (
𝑎𝑛 𝑏𝑛

−
3

4
𝑏𝑛 𝑎𝑛 + 2𝑏𝑛

)

 

1 punct 

Obținerea sistemului {
𝑎𝑛+1 = −3𝑎𝑛 − 3𝑏𝑛,

𝑏𝑛+1 = 4𝑎𝑛 + 5𝑏𝑛
 

1 punct 

PROBLEMA 12.1. Punctaj 
acordat 

Evidențierea pătratului perfect (2𝑥2 − 𝑥𝑒𝑥2
)

2
 1 punct 

√(2𝑥2 − 𝑥𝑒𝑥2
)

2
= |2𝑥2 − 𝑥𝑒𝑥2

| 
1 punct 

Argumentarea că  𝑒𝑥2
> 2𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ  1 punct 

Obținerea |2𝑥2 − 𝑥𝑒𝑥2
| = 𝑥𝑒𝑥2

− 2𝑥2 1 punct 

Determinarea unei primitive a funcției  𝑥 → 𝑥𝑒𝑥2
− 2𝑥2 2 puncte 

Aplicarea formulei Newton-Leibniz și calcularea valorii integralei 1 punct 

          Total  7 puncte 



 
PROBLEMA 12.4. 

 
Punctaj 
acordat 

Obținerea 𝑎𝑛 = 𝑒 − 𝑛𝑎𝑛−1 1 punct 

Obținerea 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛−1 1 punct 

𝑎𝑛 >
𝑒

𝑛 + 2
 1 punct 

Obținerea 𝑎𝑛 < 𝑒

𝑛+2
 1 punct 

Calcularea lim
𝑛→∞

∑
1

𝑘+1 
𝑛
𝑘=1

ln 𝑛
= 1 

2 puncte 

Obținerea valorii limitei egale cu e 1 punct 

Total

 
7 puncte 

 

 


