A 61-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOV A
Chisinau, 3 — 6 martie 2017
Clasa a XllI-a, prima zi
SOLUTII:
12.1.

I—j\/4x4 4x3eX? +x262x2dx—J\/(2x2 ex) dx—f|2x — xe”* |dx

f|x||2x—e |dx—fx|2x—e |dx
0
A§acumex Zx +1>2x, Vx €ER, avemca|2x—e 2| =ex2—2x,VxER.
1 7

Deci I = fol(xex2 — 2x%)dx = (%e"2 —3x3)|(1) = %(e -1) —g =-e—=.

12.2.

Fie AB = BC = AC = a.

Fie Aga,c,c = Aaa,p,z = 30 cm?,
Apce,, = 45 cm?. Fie A;0 L (ABC),
A;0 =5cm.

Fie 0S L AC,0T 1 AB.

Atunci A,;S = A,T = 05 =0T =

AO - bisectoarea unghiului CAB sau a
unghiului suplimentar lui.

Fie AK L BC,K € BC.

Cazul I. Fie 0 € AK.

Atunci 0A = 20S, A,S = %
A,0% + 052 = A,S?

& 254052 =2,

AO — bisectoare = A0 1 BC,
A{A 1L BC = BC(C,B;- dreptunghi

= A,A- a—45:>AA——
Atunci A;A4% = A,0% + OA2
2925 = 25 + 405? 2).

D1n (1)si(2) rezulta cd a = V21 cm.

(1)

Cazul 1l. Fie 0 € AK.

AO — bisectoarea unghiului SAT

= A0 || BC,AA |l C,C

= (4,40) |l (C,CB).

AO 1L AK = A1A 1 AK = C,C 1 AK.
Cum AK 1 BC,

avem ca AK 1L (BCC,B,) =
(BCCyB;) L (ABC).

Fie C,P L (ABC) =

P € BC,




BC-C,P =45 = BC =9 cm.
Dar A;S - AC = 30 = A;S = 2. Aunci 5 = 4,0 < A;S = = - fals.

12.3.A = (:g lsl) = (g (3)) + (:g LZL) =3I, +B, unde B = (:g 3) Asa cum

B? = —4B, deducem ca B¥*1 = (—1)*4%B.
Atunci A™ = (31, + B)® = €93"1, + C}3™" B + €23 2B% + C33"3B3 + --- + CIB" =
C23™, + CL3" 1B + C23"2(—4)B + C33"3(—4)’B + -+ CH(—4)"1B =
1
co3m], — Z13[(:,%3“-1(—4) + C23"2(—4)2 + 33" 3(—4)3 + -+ CH(—4)™ + C23™ — C23™]
1 3" — (=)
= 03, - 2B -4y -3 =3+ D
3"—(-1D" —6 4
— n
=3 +————(75 ;)

nl n-1
124.a, = (xIn"x)|§ — [( T Z

L dx = e —na,_q.

Avemci: In"x < In""lx, Vx € [1;e], ceea ce implicd: a, < a,_;.

e e
Astfel, e —na,_; =a, <a, ,© n+1a, , >eea, > —=a,>—.
n

n+2
Totodata a, < a,_; = —na, > —na,_.; >e —na, >e—Na,_, = e—na, > a,
e e e
>n+1Da, <e =>a, < = <a, < .
(1 )an "1n+1 n+2 " Tn+1
e-znz - n_ e-znz -
De unde rezulti: —— =tz o Zk=1% o Z2k=tigy
. nn Inn Inn
Atunci
A s T G :
limﬁzlim k+2 k+2=lim n+3 =1.
n-o  Inn n-co In(n+1) —Inn n-co 1
In{1 + ﬁ
Prin analogie, obtinem
n 1
k=1, 1+ 1
lim —==1k+1 _ 4
n—oo Inn

Atunci
. a1+a2+"'+an
lim =e.
n-oo Inn




Barem de corectare

PROBLEMA 12.1. Punctaj
acordat
2
Evidentierea patratului perfect (2x? — xe*") 1 punct
2 1 punct
\/(sz —xe**)" = [2x% — xex2|
Argumentarea ca Xt > 2x, Vx ER 1 punct
Obtinerea |2x? — xe*’| = xe*” — 2x? 1 punct
Determinarea unei primitive a functiei x — xe®" — 2x2 2 puncte
Aplicarea formulei Newton-Leibniz si calcularea valorii integralei 1 punct
Total 7 puncte
PROBLEMA 12.2. Punctaj
acordat
Desen corect si argumentarea, ca proiectia varfului A al bazei (ce apartine muchiei comune | 1 punct
a fetelor laterale cu arii egale) pe cealaltd baza apartine bisectoarei unghiului format de
dreptele AB si AC
Obtinerea in cazul O € AK: 25 + 0S? = ABZ 1 punct
Demonstrarea ca fata laterald cu aria de 45 cm? este dreptunghi 1 punct
Obtinerea 25 + 4052 = % 1 punct
Determinarea AB = V21 cm 1 punct
Argumentarea cazul O & AK este imposibil 2 puncte
Total 7 puncte
PROBLEMA 12.3. Punctaj
acordat
Scrierea A = 31, + (:g ;) 2 puncte
—6 4\t _ k Ak 2 puncte
(—3 2) = (D™ ( )
-6 1 punct
Dezvoltarea binomului | 31, + _3
Obtinerea A™ = 3"I, + u( g 42L 2 puncte
Total 7 puncte
Nota: (Metoda sirurilor recurente)
n by 1 punct
A" = 3
- an an + an
an+1 = —3a, — 3b,, 1 punct

Obtinerea smtemulw{ b,., = 4a, + 5b,




PROBLEMA 12.4. Punctaj
acordat
Obtinereaa, = e —na,_; 1 punct
Obtinereaa, < a,_; 1 punct
e
1 punct
a, >
"Tn+2 _
Obtinerea a, < — 1 punct
P 2 puncte
Calcularea lim =2X=2kt1 — 1 P
n—o0 nn
Obtinerea valorii limitei egale cu e 1 punct
Total 7 puncte




