A 61-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOV A
Chisinau, 3 — 6 martie 2017
Clasa a Xll-a, ziua a doua

SOLUTII:
12.5.
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Atunci F (1+T\/§) —F G) =arctg 3 — arctg% = arctg C—é) = arctg(1) ==

2 4.
12.6.

Consideram segmentul PQ, astfel incat P € B, Cy
(ABy), Q € (BC;). Fie R proiectia r.’ji 7
punctului P pe (ABC), S proiectia .
punctului Q pe (ABC). Avem R € (4B), A, /o By ,
S € (BC). Fiex = BR,y = BS, N !
x,y € (0;1). Atunci PQSR - trapez, in care S N
PR=1-x, : P
RS = xZ+ 2%, SQ =y. P 0 R R -
Fie QS < PR si T € (PR), astfel incat LT
QT Il RS. Atunci x +y < 1, /R
m(2PQT) = 45° = QT = PT

e (x+y—1)2=x%+y> A D

Asacum (x +y)? < 2(x% + y2), Vx,y € R, din ultima egalitate obtinem
(x+y)i2<2(x+y—-12?e (x+y)>—4(x+y)+2=0,care,in conditia 0 < x + y < 1,
implica x + y € (0; 2 — V2 |. Atunci, aplicand teorema Pitagora in triunghiul PTQ, obtinem
PQ=yx2+y*+(x+y—-1)2=V2lx+y—-1=v201 - (x+y) =V2(1-2++2) =

2 —v2.

Daca insa QS > PR, 1 < x + y < 2. Aplicand rationamentele de mai sus, obtinem

(x +v)? —4(x + y) + 2 = 0 - relatie imposibild. Deci lungimea minima a segmenului este egala

cu (2-4/2)m.

12.7.

Matricea M este inversabilda & detM + 0.
a b c

detM = |bc ac ab| = a3c+ c3b + b3a — abc? — a?bc — b?ac
b ¢ a

= (a3c + ab?c — ab?c) + (c3b + cha?® — cha?) + (b3a + bac? — bac?) — abc?
— a?bc — b?ac.
Pentru orice numere reale pozitive a, b, c au loc:



a3c + ab?c > 2a®bc, cu"=" < a3c = ab’c @ a = b;

c3b + chba® > 2abc?, cu"=" c3b =ca’bh © c = a;

b3a + bc?a > 2b?%ac, cu"="< b3a =ac’h & b =c.

Atunci, pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ distincte doua cate doua are loc:

detM > (2a’bc — ab?c) + (2abc? — cbha?) + (2b?ac — bac?) — abc? — a?bc — b%ac = 0.
Deci detM > 0, ceea ce implicdi M — inversabila.

12.8.

Fie F: [0; %] -> R, F(x) = foxf(t)dt. F este o primitiva a functiei f. Asa cum F(0) = 0,

cosxe % cosx

obtinem F(x) + F'(x) =

e e*F(x)+e*F'(x) =

e *+sinx+cosx e *+sinx+cos x

' cosx ] R . cosx
(ex F (x)) = —— . Deci e*F(x) este o primitiva a functiei ——— .
e *+sinx+cosx e *+sinx+cos x
f cosx dx = f e*cosx _ 1 f (1+e* (sin x+cos x))’
e *+sinx+cosx 1+e* (sinx+cos x) 2 1+e* (sin x+cos x)

%ln(l + e* (sinx + cosx)) + C.
Atunci F(x) = %e‘x In(1 + e* (sinx + cosx)) + Ce™.
F(0) = 0 implici C = —%ln 2.

Deci F(x) = %e‘x In(1+ e* (sinx + cosx)) — %ln 2.

lar f(x) = F’(x) = —?(ln(l + e* (sinx + cosx)) —

2e* cosx )
1+e* (sinx+cosx)/"

Barem de corectare

PROBLEMA 12.5. Punctaj
acordat
1+L2 1 punct
Obtinerea integralei fmdx
4 1 1\° 1 1 punct
2 +4x+3——+== (x——) +4<x——>+5
X x2 X X
2 2
1 1 1 1 punct
x——) +4<x——>+5 = (x——+2> +1
X X X
1 ' 1 1 punct
X X
Obtinerea F(x) = arctyg (x - i + 2) +C 1 punct
1++/5 1 1 1 punct
> —-F <§) = arctg 3 — arctg >




Obtinerea valorii % 1 punct
Total 7 puncte
PROBLEMA 12.6. Punctaj
acordat
Identificarea proiectiei RS a segmentului PQ pe planul (ABC), R € (AB), S € (BC). 1 punct
Obtinereain cazul QS < PR,x +y < 1,arelatiei(x + y —1)2 =x?2+y% x =BR,y = 1 punct
BS
(x+y)? < 2(x% +y?), vx,y €R 1 punct
Obtinerea (x + y)2 —4(x +y)+2=>0 1 punct
Obtinereax +y € (0; 2 — V2| 1 punct
Obtinerea valorii minime (2 — \/2— m 1 punct
Argumentarea ca QS > PR este caz imposibil 1 punct
Total 7 puncte
PROBLEMA 12.7. Punctaj
acordat
Matricea M este inversabila & detM # 0 1 punct
Calcularea lui detM 1 punct
a3c + ab?c = 2a®bc, c3b + cha® = 2abc?, b3a + bc?a = 2b%ac 3 puncte
Obtinerea ca detM = 0, oricare ar fi a, b, c reale 1 punct
Obtinerea ca detM > 0, in cazul numerelor distincte a, b, ¢ 1 punct
Total 7 puncte
PROBLEMA 12.8. Punctaj
acordat
F(x) = f(jcf(t)dt - primitiva a functiei,f si obtinerea F(x) + F'(x) = % 1 punct
Tnmultirea cu e* si obtinerea (e*F(x)) = % 2 puncte
Determinarea unei primitive a functiei x — _XL 2puncte
e +sinx+cosx
Determinarea lui F in conditia F(0) =0 1 punct
Obtinerea lui f 1 punct

Total

7 puncte




