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Clasa a VIll-a, prima zi
SOLUTII

8.1. Demonstrati ci daca X,y € R si X* +y?—2x+12y +33=0, atunci X> Y.

Solutia I: Adunam in ambele parti ale egalitatii 4X si scidem in ambele parti ale egalitatii 4y, obtinem
(X*+y* —2X+4x+12y -4y +33=4x—-4y) < (X* + y* +2Xx+8y +33=4(x—Yy)).
Evidentiem ptrati perfecti (X* +2X+1)+(y® +8y +16) +16 =4(x—y) obtinem
(X+1)*+(y+4)>+16 =4(x-Y).

Ccum (X+1)* +(y+4)* +16 > 0 rezulta ci 4(X—Yy) >0 adici X>V.

Solutia 1I: Daca X =Y obtinem (y’+Yy?-2y+12y+33=0) < (y*+y*+10y+33=0) <
(Y2 +y?+10y +25+8=0) < (y? +(y +5)* +8=0) contradictie deoarece
y?+(y+5)°+8>0.

Daci X <Y obtinem y—X>0si xX*+y’—2x+12y+33=

=X’ +y’+10y+25+2(y—X)+8=x"+(y+5)°*+2(y—x)+8>0.

Deci, ramane unica posibilitate X >V .

8.2. Daci a,b,c,d sunt numere reale pozitive astfel incat ab =2 si cd = 27, aflati valoarea minimi a
expresiei E =(a+1)(b+2)(c+3)(d +4).

Solutie: Avem (C+3)(d+4)=cd +4c+3d+12=39+4c+3d.

Din inegalitatea mediilor 4¢ +3d > 2+/4c-3d = 2+/12cd =2+/12-27 = 36.
Deci, (C+3)(d+4)>39+36="75, cuegalitate daci

3

4c =3d C:Zd c=
d=27"13 2
cd = S0 =27 [d=6

Tot din inegalitatea mediilor (a+1)(b+2)=4+2a+b> 2Ja-2\2b =4+/2-ab =8, cu egalitate daca
a=1 b=2, care satisfac conditia ab=2.

Astfel, obtinem E =(a+1)(b+2)(c+3)(d +4)>8-75=600 si aceasti valoare se atinge pentru

a=1 b=2, (ab=2), c:g,d:G(cd =27) .

Deci, minimul expresiei E este 600.



8.3. Tn triunghiul ABC cu m(<A) = 90° construim bisectoarea CD a unghiului ACB,D e (AB) si
BE L CD, E €CD. Stiind ca CD=2- DE, aflati masurile unghiurilor ascutite ale triunghiului ABC.

Solutie:

AC
n m

ABED~ ACAD (UU) = 1 =% s mn=2x2
2X m

m(< ACD) = m(<BCE) =m(<EBD) :=a. ..
ny

@5 @ =y°=3.

C

Din A ABC prin aplicarea teoremei Pitagora
obtinem(m+n)? +m’y® =n’y* < (m+n)’ = (nN*-m?)y>* < (m+n)=(n-m)y* <
< (M+n)=3(n—m)<=4Am=2n<n=2m.Din (2) => M=X.

Din ADAC= AD = % DC = m(< DCA) =30° = m(< C) = 60°, m(< B) = 30°.

8.4. Determinati toate functiile f,g:R — R, stiind ca

f(x+4)+2g(2x+7):XT+3. y f(XTJr3)+g(x+2):x+6.

Solutie: Fie f(XT—i_?’) +g(X+2)=Xx+6, VXeR. Schimbim aici X cu 2X+5. Avem
f(x+4)+9(2x+7) =2x+11.

Cum f(x+4)+29(2x+7)= %3 , prin scadere obtinem

g(2x+7):x—+3—2x—11:ﬂ:—§x—g.
2 2 2 2
Notdim t=2X+ 7, atunci X:ﬂ:g(t):—§'ﬂ—gz—§t+§_gz
2 2 2 2 4 4 2

——§t—E sau g(x)——§x—E

4 4 4 4

L . . 3 19 7
Atunci din (1) si (2) obtinem f(x+4):2x+11—g(2x+7):2x+11+§x+?:§x+
Notim t=X+4,atunci X=t-4= f(t):z(t—4)+4—1:Zt+E, sau

2 2 2 2
7 13 7 13 3 17

f(X)ZEX+E.Réspuns f(x):5x+5 si g(x):—Zx—Z.

Fie DE =x, CD =2x, AD =m, BD =n. Din teorema

bisectoarei :>B—C =—1=yY=BC=ny, AC=my.

sl

ABEC~ ADAC (UU) :>—:3<:>mny2 =6X° . Din
2X my
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Bareme oficiale de evaluare a problemelor

8.1. Demonstrati ca daca X,y € R si X* +y? —2x+12y +33=0, atunci X> V.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. Obtine relatia (x—1)° +(y+6)> =4 1 punct
2. (x-1)%<4 1 punct
Concluzia ca :
(y+6)°<4

3. <-8=(y+6)° >4
Scrie y (y+6) cu concluziaca y e [-8, —4] 2 puncte

y>—4= (y+6)° >4

4. _ X<-1= (x-1)*>4 o

Scrie cu concluziaca Xxe[-1, 3] 2 puncte

x>3 = (x-1)°>4
5. Din 3. si 4. rezultd X>VY 1 punct
Punctaj total 7 puncte

Remarca: Oricare altd rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

8.2. Daca a,b,c,d sunt numere reale pozitive astfel incat ab =2 si cd = 27, aflati valoarea
minimi a expresiei E =(a+1)(b+2)(c+3)(d +4).

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. A aplicat ab =2 siaobtinut (a+1)(b+2)=4+2a+b 1 punct

2. A aplicat cd =27 sia obtinut (c+3)(d +4) =39+ 4c+3d 1 punct




3. A aplicat inegalitatea mediilor pentru (a+21)(b+2): 1 punct
(a+1)(b+2)>2a-2/2b = 4/2ab = 4/4 =8

4, A aplicat inegalitatea mediilor pentru (c +3)(d +4): 1 punct
(c+3)(c+4)=39+4c+3d >39+2+/4c-3d =39+2+/12-27 =39+36 =75

5. A obtinut E >8-75=600 1 punct
6. A dedus ca valoarea minima se obtine pentru a=1 si b=2 1 punct
7. A dedus ca valoarea minima se obtine pentru c=4,5 si d =6 1 punct

Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare altd rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte

8.3. Tn triunghiul ABC cu m(< A) = 90° construim bisectoarea CD a unghiului
ACB,D e (AB) si BE LCD, E €CD. Stiind ca CD=2- DE, aflati misurile unghiurilor
ascutite ale triunghiului ABC..

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1.
Aplicd teorema bisectoarei si scrie BC = AC =y =BC =ny, AC=my 1 punct
n m
- _ N X o o
9. Scrie ABED~ ACAD (UU) = o < mn=2x° si 1 punct
m(< ACD) = m(<BCE) =m(<EBD) =« .
. ny 3x . .
3 Obtine ABEC~ ADAC (UU) = 2—1 = m—y < mny? =6x° . Din (2) si (3) 2 puncte
= y2=3.
4. Din A ABC Teorema Pitagora 2 puncte

(m+n)’+m’y’=n’y’ < (Mm+n)’=n*-m’)y’ @ (m+n)=(n-m)y’> <

<S(m+n)=3(h—m)<=4dm=2n<n=2m.Din (2) =>M=X.




ADAC=> AD= % DC = m(< DCA) = 30° = m(< C) = 60°, m(< B) = 30°.

1 punct

Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare altd rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

8.4. Determinati toate functiile f,g: R — R, stiind ci

X+3

f(x+4)+20(2x+7)=""". i f(XTJr?’)+g(x+2):x+6.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. Schimbd X cu 2X+5. 1 punct
2. Obtine T(Xx+4)+g(2x+7)=2x+11. 1 punct
3. 1 punct
Obtine g(2x+7)=—Sx-2 P
2 2
4. , 3 17 2 puncte
Obtine g(X)=——X——
4 4
5. 1 punct
Obtine f(x+4)=Lx+2L. P
2 2
6. 7 13 1 punct
Obtine f(X)==X+—
2 2
Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare altd rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.




