A 61-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOV A
Chisinau, 3—6 martie 2017
Clasa a Vlll-a, a doua zi SOLUTII

X
Solutie: 8.5.: (1) Observamcda X # 0, Y # 0. Adunam egalititile parte cu parte obtinem:

3 3
8.5. Determinati numerele X, Yy € R pentru care 3X=2y + — si 3y =2Xx+ —.
y

(3x+3y:2x+2y+§+§)<:>(x+y:§+§)<:>
Xy

Xy
3(X+Y) X+y:X+y)<:>[x+y:O

3 Xy =3

2 o x+y= )<= (

(3) Din X+ Yy =0 rezultd y =—X. Substituind aceasta Tn egalitatea 3y = 2X + 3 obtinem
X
(—3x:2x+§)<:>(—5x:§)<:>(x2 =—§)<:>X€@
X X

3 N : 3 :
(4) Daca Xy =3, atunci inmultind egalitatea 3y =2X + — cu X obtinem
X

(3xy = 2x* +3) < (9=2%2 +3) < (x? =3) < (x e{=+/3, V/3}) . Din Xy = 3obtinem
y e{—\/g, \/§} Deci solutia este: (X, Y) E{(—\/g, - \/§), (\/g, \/g)}

8.6. Fie multimea A=[-2, 3]\ Z si {X,,X,, X, X,, X;, X, } = A o submultime oarecare a sa.

a) Demonstrati cd —12 <[X, ]+[X, 1+ [X, ]+ [x, ]+ [x]+[x,]1<12.

b) Ardtati caexista i1 # |, 1, ] €{l, 2, 3, 4, 5, 6} astfel incat [| X, — X []=0. Am notat |a | modulul lui
a si [a] partea intreagd a lui a.

Solutie: 8.6 (1) a) (X, € A)e>(—2< X, <3)>(-2<[x]<2, Vie{l 2,3 4,5, 6}) s,
(2) adunand aceste inegalitati duble parte cu parte, obtinem
-12< [Xl] +[X2] + [Xs] + [X4] + [Xs] + [Xe] <12.

(3) b) Multimea A este reuniunea a 5 intervale de lungime egala cu 1, oricare doua dintre ele fiind

disjuncte: A=(-2,-1)u(-1,0)u(0,)u(, 2)u(23).

(4) Conform principiului cutiei, exista cel putin doud numere X;, X, 1= ], 1,)ed{l, 2,3, 4,5, 6} pentru
care exista M € {2, -1, 0, 1, 2} astfel incat X, X, € (m m+1).

(5) Din X, X | € (m, m+1) rezulti ci distanta pe axa numerici dintre punctele cu coordonatele Xy X

este <1,deci 0<|X — X, [<Lsiastfel [|x, —x, []=0.

8.7. In triunghiul oarecare ABC, D € (BC) si E  (AB)astfel incatt BC=3-CD si AB=2- AE.
Daci P este mijlocul lui [CE], aritati ci punctele A, P, D sunt coliniare.
Solutie: 8.7.:



A K ¢

(1) . Fie punctul F astfel incat CF || AB, BF || AC . Rezultd ca ABFC este paralelogram si, deci,
CF =AB, BF =AC.

(2) Fie punctul N € CF astfel incat EN || AC. Notam {M}=EN n BC. 1n triunghiul ABC avem

BE=EAi EM || AC rezulti ca BM = MC. Tn triunghiul BFC avem BM = MC si
MN || BF rezulti ca FN = NC.

(3) Patrulaterul AENC egte paralelogram si deci EN = AC . Astfel obtinem cia {P}=EC m AN ca
punct de intersectie a diagonalelor.

(4) Fie {D}= AN " MC . Trasim EK || MC, K € AC . Obtinem EMCK paralelogram si, deci,
{P}=EC n MK ca punct de intersectie a diagonalelor, deci MP = PK .

(5) Notim {L}= EK m AN Avem AKPL=AMPD' (ULU), deci MD’ = LK . Cum EK = MC si
MD' = LK, rezulti ca EL =CD’.

(6) Avem MN = EM ca linii medii in AABC si ABFC, respectiv, cu BF = AC . Deci, in AELN

avem MD' linie medie, deci MD’:%EL:%CDE%CM.

(7) Din ipotezi obtinem ¢ BD =2- DC, deci, de asemenea MD = %CD = %CM .Deci, D=D".

Astfel avem ca A, P, D sunt coliniare.

8.8. Fie numerele fixate a, b, ¢ >0 si numerele nenule X, Y, z astfel incat ax+ by+cz=0. Si se arate
ca expresia

be(y — z)2 +ca(z- x)2 +ab(x — y)2

2 2

E(xy,2) = 5
ax® + by~ +cz

nu depinde de X, Y, Z.



Solutie: 8.8 (2)

ax+ by+cz:0:>{ax+cz =—-hy=-<a

2,2 _ 42,2

2,2 _ 2

b2y2 +2bcyz + ¢

2x2 +2acxz+c

ax+hby=-cz a2x2 + 2abxy + b2y2 _ c222

by + cz = —ax

b2y2 _ax% 4 c?7% = —2bcyz
= a2x2 — b2y2 - czz2 = —2acxz
a?x2 _c272 4 b2y2 = —2abxy

(1) be(y— z)2 +ca(z - x)2 +ab(x — y)2 —

= bcy2

(3)= bcy2 + b2y

— 2bcyz + bez

2 +caz2 — 2cazx +c:ax2

2_42,2 ., .2,2 2 2

2 ,.2,2 2 2 2

+a2x2—czzz+b2y2+aby2:bcy +C“z° +bcz® +caz” +cax” +

+ abx2

+a’x? +by? +aby’=
2.2

y2:>

+abx? - 2abxy + aby2=

X< +C¢“z° +bcz” +caz” +a’x® —b*y? +c*z* + cax

+ abx2 +

(4)=a’x? +aby2 +caz? + bcy2 +bez? +abx? +c222 + cax? +b?y’= a(ax2 + by2 +

+czz) + b(ax2 + by2 +c22)+ c(ax2 + by2 +c22)= (a+b+ c:)(ax2 - by2 +czz)

(6) = E(xy,2) =

(a+b+c)ax? + by? +cz?)

2 2

5 =a+b+c
ax“ + by +cz
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Bareme oficiale de evaluare a problemelor

3
8.5. Determinati numerele X,y € R pentru care 3X =2y + — si 3y =2X+ —.
y X

3

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj

acordat
1. Scrierea conditiei X#0, y#0 1 punct
2. 2 punct

X+y X+Yy
Xy

Adunarea egalitatilor si obtinerea conditiei




Scrierea conditiei |:§y+:y3: 0. 1 puncte

. 3 .
Cercetarea cazului X+ Y =0 si obtinerea egalitatii X* = - deci xe . 1 puncte

Cercetarea cazului Xy =3 cu obtinerea solutiei (—/3, —+/3), (1/3,/3) 2 punct

Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

8.6. Fie multimea A=[-2, 3]\ Z si {X, X,, X;, X,, X;, X, } = A o0 submulfime oarecare a sa.
a) Demonstrati cd —12 <[X ]+[X, ]+ D]+ [X, ]+ 1+[%.]1<12.

b) Aratati caexistd i # J, I, j €{l, 2, 3, 4, 5, 6} astfel incat [| X — X []=0.Am notat | a|
modulul lui a si [a] partea intreagi a lui a.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. Obtinerea inegalitafii —2 < [Xi]ﬁ 2,Vie {1,2,3,4,5,6}. 1 punct
2. Demonstrarea inegalitatii —12 < [X1]+ [X2 ] + [X3 ] + [X4 ] + [X5 ] + [X6 ] <12. 1 punct
3. Scrierea egalitatii A= (-2,—1) U (-1,0)u(0,) U (L, 2)u(2,3). 2 puncte
4. Aplicarea principiului cutiei 2 puncte
5. Argumentarea relatiei [| X, —X; []=0 pentru 1 punct
VX, X, e(Mm+1),me{-2,-1,0,1,2}
Punctaj total | 7 puncte

Remarcd: Oricare altd rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte




8.7. In triunghiul oarecare ABC, D € (BC) si E € (AB) astfel incit BC=3-CD si
AB =2- AE . Daci P este mijlocul lui [CE], aritati cd punctele A, P, D sunt coliniare.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat

1. Construirea paralelogramului ABFC 1 punct
Construirea paralelogramului  AENC i demonstrarea egalitatilor

2. BM =MCsi FN =NC. 1 punct
Argumentarea ci P este punctul de intersectie a diagonalelor

3. paralelogramului AENC. 1 punct
Construirea paralelogramului EMCK, demonstrarea ci P este punctul de

4. intersectie a diagonalelor acestui paralelogram, obtinerea egalitatii 1 punct
MP =PK.

5. Obtinerea egalititii EL =CD’. 1 punct

6. 1 punct

Obtinerea egalitatii MD' = %CM .

7. 1 ) 1 punct
Obtinerea egalitatii MD = §C|\/| ,concluzieici D=D"si ca A, P, D

sunt coliniare.

Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare altd rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.

8.8. Fie numerele fixate @, b, ¢ >0 si numerele nenule X, Y, Z astfel incat ax+ by+cz=0. S
se arate ca expresia

be(y — z)2 +ca(z- x)2 +ab(x — y)2

2 2

E(x,Y,7) = ,
ax® + by“ +cz

nu depinde de X, Y, Z.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pasul Etape ale rezolvarii Punctaj

acordat

1. Calcularea 1 punct
(ax + by +cz)2 =a’x* +b*y* +c?z® + 2(axby + axcz + bycz) =0.




Exprimarea a’x’ +b?y? +c?z° = —2(axby+axcz +bycz) .

1 punct

Ridicarea la putere si desfacerea parantezelor cu obtinerea

bo(y —2)2 +ca(z—x)2 +ab(x—y)2 =A = 1 punct
bcy2 +bcz? +cazlcax? + abx? + aby2 — 2(bcyz + cazx + abxy)
Substituirea —2(bcyz + cazx + abxy) = a’x* +b’y? + ¢*z* si obtinerea | 1 punct
egalitatii
ax2(a+b+c)+ by2(a+b+c)+cz2(a+b+c)
E(xy,2) = 2. 2. 2
ax® + by“ +cz

2 2 2 1 punct

Obtinerea egalititii E(X,Y,2) = (a+b+ c2)(ax ; by 2+ cz”)
ax< + by“ +cz
Obtinerea egalitatii E(X,y,z) =a+b+c . 1 punct
Punctaj total | 7 puncte

Remarca: Oricare alta rezolvare corecta se apreciaza cu 7 puncte.




