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 8.5. Determinaţi numerele Ryx ,  pentru care 
y

yx
3

23    şi 
x

xy
3

23  . 

Soluţie: 8.5.:  (1)  Observăm că  0,0  yx . Adunăm egalităţile parte cu parte obţinem: 
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(3)  Din 0 yx  rezultă  xy  . Substituind aceasta în egalitatea 
x

xy
3

23   obţinem 
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(4)  Dacă 3xy , atunci înmulţind egalitatea 
x

xy
3

23   cu x  obţinem 

})3,3{()3()329()323( 222  xxxxxy . Din 3xy obţinem 

}3,3{y . Deci soluţia este:   )}3,3(),3,3{(),( yx . 

 

 

8.6. Fie mulţimea  \]3,2[A  şi Axxxxxx },,,,,{
654321

 o submulţime oarecare a sa.  

a)  Demonstraţi că 12][][][][][][12
654321
 xxxxxx .   

b)  Arătaţi că există }6,5,4,3,2,1{,,  jiji  astfel încât 0|][| 
ji

xx . Am notat || a  modulul lui 

a  şi  ][a  partea întreagă a lui a .   

 

Soluţie: 8.6   (1)  a) })6,5,4,3,2,1{,2][2()32()(  ixxAx
iii

 şi,  

(2)  adunând aceste inegalităţi duble parte cu parte,  obţinem 

  12][][][][][][12
654321
 xxxxxx . 

(3)  b) Mulţimea A  este reuniunea a 5 intervale de lungime egală cu 1, oricare două dintre ele  fiind 

disjuncte:  )3,2()2,1()1,0()0,1()1,2( A .  

(4)  Conform principiului cutiei, există cel puţin două numere 
ji

xx ,  }6,5,4,3,2,1{,,  jiji  pentru 

care există }2,1,0,1,2{ m  astfel încât )1,(,  mmxx
ji

. 

(5) Din )1,(,  mmxx
ji

 rezultă că distanţa pe axa numerică dintre  punctele cu coordonatele  
ji

xx ,  

este  1 , deci 1||0 
ji

xx  şi astfel 0|][| 
ji

xx .  

 

 

8.7. În triunghiul oarecare )(, BCDABC   şi )(ABE astfel încât CDBC  3  şi AEAB  2 . 

Dacă P  este mijlocul lui ][CE , arătaţi că punctele DPA ,,  sunt coliniare. 

Soluţie: 8.7.:   



            
 

(1) . Fie punctul F  astfel încât ACBFABCF ||,|| . Rezultă că ABFC  este paralelogram şi, deci, 

ACBFABCF  , .  

(2) Fie punctul CFN   astfel încât ACEN || . Notăm BCENM }{ . În triunghiul ABC  avem 

EABE  şi ACEM ||  rezultă că MCBM  . În triunghiul BFC  avem MCBM   şi 

BFMN ||  rezultă că NCFN  .  

(3) Patrulaterul AENC  este paralelogram şi deci ACEN  . Astfel obţinem că ANECP }{ ca 

punct de intersecţie a diagonalelor.   

(4) Fie MCAND }{ . Trasăm ACKMCEK ,|| . Obţinem  EMCK  paralelogram şi, deci, 

MKECP }{  ca punct de intersecţie a diagonalelor, deci PKMP .  

(5) Notăm ANEKL }{  Avem DMPKPL   (ULU), deci LKDM  . Cum MCEK   şi 

LKDM  , rezultă că DCEL  .  

(6) Avem EMMN   ca linii medii în ABC  şi BFC , respectiv, cu ACBF  . Deci, în ELN  

avem DM   linie medie, deci  CMDCELDM
3

1

2

1

2

1
 .  

(7) Din ipoteză obţinem că DCBD  2 , deci, de asemenea CMCDMD
2

1

2

1
 . Deci, DD  . 

Astfel avem că  DPA ,,  sunt coliniare. 

 

 

8.8. Fie numerele fixate 0,, cba  şi numerele nenule zyx ,,  astfel încât  0 czbyax . Să se arate 

că expresia 
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nu depinde de zyx ,, . 

 

 

 

 

 

 



Soluţie: 8.8   (2)   
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 222222222 abyabxyabxcaxcazxcazbczbcyzbcy  

(3)  22222222222 222222 abxcaxzcybxacazbczzcxaybbcy  
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(4)  22(22222222 2222 byaxaybcaxzcabxbczbcycazabyxa  

)222)(()222()222()2 czbyaxcbaczbyaxcczbyaxbcz   

(5)  cba
czbyax

czbyaxcba
zyxE 
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8.5. Determinaţi numerele Ryx ,  pentru care 
y

yx
3

23    şi 
x

xy
3

23  . 

 
Rezolvare  cu  barem de evaluare 

Pasul 

 

Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

 

1. 

 

 

Scrierea condiţiei   0,0  yx   

 

1 punct 

 

2. 

 

 

Adunarea egalităţilor şi obţinerea condiţiei   
xy

yxyx 




3
. 

 

 

2 punct 



 
 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

 

 

 
Remarcă:   Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7  puncte 

 

 

 

 

 

 

3. 

 

 

Scrierea  condiţiei  






3
0

xy
yx

. 

 

 

 

1 puncte 

 

4. 

 

Cercetarea cazului 0 yx  şi obţinerea egalităţii 
5

32 x , deci x .  

 

 

1 puncte 

 

5. 

 

 

Cercetarea cazului 3xy  cu obţinerea soluţiei )3,3(),3,3(   

  

 

2 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

8.6. Fie mulţimea  \]3,2[A  şi Axxxxxx },,,,,{
654321

 o submulţime oarecare a sa.  

a)  Demonstraţi că 12][][][][][][12
654321
 xxxxxx .   

b)  Arătaţi că există }6,5,4,3,2,1{,,  jiji  astfel încât 0|][| 
ji

xx . Am notat || a  

modulul lui a  şi  ][a  partea întreagă a lui a .   

Rezolvare  cu  barem de evaluare 
Pasul 

 

Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

 

1. 

 

 

Obţinerea inegalităţii    6,5,4,3,2,1,22  ix
i

.   

 

1 punct 

 

2. 

 

Demonstrarea inegalităţii             1212
654321
 xxxxxx .   

 

1 punct 

 

3. 

 

 

Scrierea  egalităţii ).3,2()2,1()1,0()0,1()1,2( A   

 

2 puncte 

 

4. 

 

 

Aplicarea principiului cutiei   

 

 

 

2 puncte 

 

5. 

 

 

Argumentarea relaţiei  0|][| 
ji

xx  pentru  

 2,1,0,1,2),1,(,  mmmxx
ji

 

 

 

1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 



 

               
 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

 

 

 

8.8. Fie numerele fixate 0,, cba  şi numerele nenule zyx ,,  astfel încât  0 czbyax . Să 

se arate că expresia 

222

2)(2)(2)(
),,(

czbyax

yxabxzcazybc
zyxE




  

nu depinde de zyx ,, . 

 
Rezolvare  cu  barem de evaluare 

Pasul 

 

Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

 

1. 

 

 

Calcularea  

0)(22)( 222222  byczaxczaxbyzcybxaczbyax .  

 

1 punct 

8.7. În triunghiul oarecare )(, BCDABC   şi )(ABE astfel încât CDBC  3  şi 

AEAB  2 . Dacă P  este mijlocul lui ][CE , arătaţi că punctele DPA ,,  sunt coliniare. 

Rezolvare  cu  barem de evaluare 
Pasul 

 

Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

 

1. 

 

 

Construirea paralelogramului  ABFC   

 

1 punct 

 

2. 

 

Construirea paralelogramului  AENC şi demonstrarea egalităţilor  

MCBM  şi NCFN  . 

 

1 punct 

 

3. 

 

Argumentarea că P  este punctul de intersecţie a diagonalelor 

paralelogramului AENC .  

 

 

1 punct 

 

4. 

 

Construirea paralelogramului  EMCK , demonstrarea că P  este punctul de 

intersecţie a diagonalelor acestui paralelogram, obţinerea egalităţii 

PKMP . 

 

1 punct 

 

5. 

 

 

Obţinerea egalităţii DCEL  .  

 

 

1 punct 

6. 
Obţinerea egalităţii CMDM

3

1
 .  

 

1 punct 

7. 
Obţinerea egalităţii CMMD

3

1
 , concluziei că DD   şi  că DPA ,,  

sunt coliniare.  

 

1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

 



 

2. 

 

Exprimarea )(2222222 byczaxczaxbyzcybxa  .  

 

 

1 punct 

 

3. 

 

Ridicarea la putere şi desfacerea parantezelor cu obţinerea 

)(2222222

2)(2)(2)(

abxycazxbcyzabyabxcaxcazbczbcy

yxabxzcazybc



 
 

 

1 punct 

 

4. 

 

 

Substituirea  )(2 abxycazxbcyz 222222 zcybxa   şi obţinerea 

egalităţii

222

)(2)(2)(2
),,(

czbyax

cbaczcbabycbaax
zyxE




  

 

 

1 punct 

 

5. 

 

 

Obţinerea egalităţii 
222

)222)((
),,(

czbyax

czbyaxcba
zyxE




   

 

 

1 punct 

 

6. 

 

 

Obţinerea egalităţii cbazyxE ),,(  . 

 

 

1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

 
 

Remarcă:  Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

 


