A 61-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisinau, 03 — 06 martie 2017
Clasa a IX-a, ziua a doua

9.5 Numerele reale diferite a si b sunt astfel, incat ecuatia (x? + 20ax + 10b) (x? + 20bx + 10a) = 0
n-are solutii. Demonstrati, ca numarul 20(b — a) nu este intreg.
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9.6 Daca x,y,z,t > 0, demonstrati cd ? + ~ + e > 4(x —t).

9.7 In triunghiul ascutitunghic ABC, mediana AM este mai mare decat latura AB. Demonstrati, ci
triunghiul ABC poate fi taiat in trei parti din care se poate forma un romb.

9.8 Pe o masa se afld 2017 monede. Doi jucatori fac miscari pe rind. La o miscare primul poate sd ia de pe
masa orice numar impar de monede de la 1 la 99, al doilea — orice numar par de monede de la 2 la 100.

Pierde cel care nu mai poate face miscarea. Cine castiga intr-un joc corect?
Timp alocat - 4 ore astronomice

Fiecare problema rezolvata corect se apreciaza cu 7 puncte.
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61-an MATEMATHYECKAA OJIHMITHA/IA PECITYBJIUKH MOJI/IOBA
Kuwunsy, 03— 06 mapma 2017
IX knacc, BTOpoii 1eHb

9.5 PasnuuHble NeCTBUTEIBHBIE YACIA @ U b TAaKOBHI, YTO ypaBHEHHUE
(x? 4+ 20ax + 10b)(x? + 20bx + 10a) = 0

He umeet KopHei. Jlokaxurte, uto ynuciao 20(b — a) He ABIAETCS IEIBIM.

9.6 Z[OKa)KI/ITe, YTO IPH BCEX MOJIOXKUTCIBHBIX X,Y, Z, t BBITIOJIHAETCS HEPAaBCHCTBO
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ad +Z?24(x—t).

y
9.7 B octpoyromsHOM TpeyroibHuke ABC Menmana AM pnuHHee ctopoHbl  AB. Jlokaxkwure, 4TO
TpeyroiabHUK ABC MOXHO pa3pe3aTh Ha TPH YaCTH, U3 KOTOPBIX CKJIaAbIBAETCS pOMO.
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9.8 Ha crone nexxar 2017 monert. J[Boe UTrparoT B CIEIYIOUIYIO UTPY. XOIAT MO o4epenu. 3a X0/ MEepBhIii
MOYET B35ITh CO CTOJIa JIF000€ HEYETHOE YMCI0 MOHET OT 1 10 99, BTOpoii - 11000€ YETHOE YUCIIO MOHET OT 2
1o 100. [TpourpeiBaet TOT, KTO HE CMOXKET c/1eaTh XoA. KTo BEIMTphIBaeT MpH MPaBUIBHON Urpe?

Bpewms evinonnenus — 4dacmpornomuueckux waca

IIpasunvroe pewienue kaxcootl 3a0aqu oyeHusaemcs 6 7 6auios.



Solutii

9.5 Presupunem ca 20(b — a) este un numar intreg. Consideram b > a, atunci 20(b —a) = 1 sau
b—a >~ Din enunt, ecuatia (x? + 20ax + 10b)(x? + 20bx + 10a) = 0 n-are solutii. Rezulta

ci ecuatiile x?+20ax +10b=0 si x%+20bx +10a =0 n-au solutii. In aceste conditii
discriminantul fiecarei ecuatii este negativ. Deci 400a? —40b < 0 si 400b? — 40a < 0. Utilizand

incgalitatile 400b% —40a < 0'sib—a > — obtinem 10b* — b +— < 0.

Fie f:R- R, f(b) =10b*—-b +$. Reprezentarea graficad a functiei f este o parabola cu
ramurile orientate in directia pozitivd a axei ordonatelor, plasatd mai sus de axa absciselor. Deci
10b% — b + % > (0 pentru orice numir real b. Contradictie cu concluzia 10b? — b + % <0 =

20(b — a) nu este intreg.

Daca a>b, atunci 200b—a)<-1 & b—-a< —%. In continuare, analog se obtine
contradictie, utilizAnd inegalitatea 400a? — 40b < 0.

9.6 Vom arata cd pentru x,y > 0 este adevarata inegalitatea — = 4(x — y).
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Inmultim ambii membri ai inegalitatii indicate cu y, atunci: — > 4(x —y) & x2>4y(x —7y)

y
& (x —2y)? = 0 - inegalitate adevarata.
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Analog y; >4(y —z) si ZT > 4(z — t). Adunam cele trei inegalitati si obtinem:

xZ yZ ZZ
7+;+724(x—y)+4(y—z)+4(z—t):4(x—t).

9.7 Fie N mijlocul laturii AC, iar punctul K un punct pe dreapta MN astfel incit MK = MN

(fig. 1).Triunghiul MNC este congruent cu triunghiul MKB (LUL). Efectuam tdierea dupa linia
mujlocie MN. Transferam triunghiul MNC astfel incét el sa coincida cu triunghiul MKB. Obtinem

paralelogramul ANKB. Daca AN = AB rombul deja este obtinut.

Fie AN < AB (fig. 2). Construim cercul cu centrul in punctul A si raza AB. Atunci punctul N se
afla in interiorul cercului, iar punctul M in afara cercului cu raza AB. Din aceste considerente cercul
intersecteaza segmentul MN intr-un punct. Fie acest punct P. Taind de la paralelogramul ANKB
triunghiul APN si deplasandu-1 in asa mod, incat segmentul AN sa coincida cu segmentul BK, vom

obtine romb.



Fie AN > AB. Deoarece triunghiul ABC este ascutitunghic, piciorul inaltimii CH apartine
segmentului (AB). Tn continuare, punctul T - piciorul perpendicularei din N dusi la AB, este
mijlocul segmentului AH. Deci BT > AT = BN > AN. Din aceste considerente, cercul cu centrul
in punctul B si raza AN, intersecteaza latura AN ntr-un punct. Fie acest punct S. Cele descrise
anterior au loc deoarece punctul N este in exsteriorul acestui cerc, iar punctul A in interiorul lui (fig.
3). Taiem de la paralelogramul ANKB triunghiul ABS si deplasandu-| astfel incat segmentul AB sa

coincida cu segmentul NK, vom obtine romb.
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Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
9.8 Castiga primul jucator (cel care incepe jocul). Descriem strategiea de victorie a primului jucator.
La prima miscare el trebuie sd ia de pe masa 97 monede. La fiecare miscare urmatoare, daca
jucatoru al doilea ia x monede, atunci primul trebuie sa ia 101 — x monede. Este posibil ca primul
sa faca asa miscari, deoarece daca x este un numar par de la 2 la 100, atunci 101 — x este un numar
impar de la 1 la 99. Numarul 2017 poate fi scris in felul urmator: 2017 = 101-19 4+ 98 = 101 -
19 + 97 + 1. Dupa ce primul a luat 97 monede, apoi jucatorii au efectuat 19 miscari in pereche de

tipul mentionat mai SuS, pe masd a ramas o singurd monedad. Jucdtorul al doilea nu poate face

miscarea urmatoare si pierde.





