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SOLUȚII: 

12.1.  
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Observăm că ∫
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12.2. Construim segmentul 𝐴𝐸, astfel încât 𝐴𝐸 = 𝐵𝐶  și 

𝐴𝐸 ∥ 𝐵𝐶. Fie 𝜑 măsura unghiului format de dreptele 𝐴𝐷 și 

𝐵𝐶. Atunci 𝑚(∠𝐷𝐴𝐸) = 𝜑. Din construcție 𝐴𝐵𝐶𝐸 este un 

paralelogram, în care are loc: 𝐵𝐸2 = 2𝑎2 + 2𝑐2 − 𝑏2.  

Întrucât 𝐷𝑂 este mediană în triunghiul 𝐴𝐷𝐶, obținem:  

4𝑂𝐷2 = 2𝑎1
2 + 2𝑐1

2 − 𝑏2. 

În mod similar, 𝐷𝑂 este mediană în triunghiul 𝐵𝐷𝐸,  de 

unde obținem:  

4𝑂𝐷2 = 2𝑏1
2 + 2𝐷𝐸2 − 𝐵𝐸2 ⇒ 

⇒ 4𝑂𝐷2 = 2𝑏1
2 + 2𝐷𝐸2 − 2𝑎2 − 2𝑐2 + 𝑏2. 

Astfel: 𝐷𝐸2 = 𝑎1
2 + 𝑐1

2 + 𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2 − 𝑏1
2. 

Aplicăm teorema cosinusului în triunghiul 𝐷𝐴𝐸 și obținem: 

𝐷𝐸2 = 𝑎1
2 + 𝑎2 − 2𝑎1𝑎 cos 𝜑. 

Atunci cos 𝜑 =
𝑏2+𝑏1

2−𝑐2−𝑐1
2

2𝑎1𝑎
. Unghiul 𝜑 este ascuțit, de unde 𝜑 = arccos |

𝑏2+𝑏1
2−𝑐2−𝑐1

2

2𝑎1𝑎
|. 

 

12.3. Metoda I, ∆= |
421 214 142
142 421 214
214 142 421

| = |(
100 10 1
10 1 100
1 100 10

) ∙ (
4 2 1
2 1 4
1 4 2

)| = 

= |
100 10 1
10 1 100
1 100 10

| ∙ |
4 2 1
2 1 4
1 4 2

| = 

= (103 + 103 + 103 − 1 − 103 − 106)(8 + 8 + 8 − 1 − 64 − 8) = 



= (103 − 1)2 ∙ 72 = (999 ∙ 7)2. 

Metoda II. ∆= |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑐 𝑎 𝑏
𝑏 𝑐 𝑎

| = 𝑎3+𝑏3+ 𝑐3 − 3𝑎𝑏𝑐..= (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 −

𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐) , de unde . ∆= (999 ∙ 7)2...... 

 

12.4. a) Aplicând metoda integrării prin părți, obținem 𝑓(𝑥 + 1) = ∫ (𝑒−𝑡𝑡𝑥 +
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b) 𝑓(1) = ∫ (𝑒−𝑡 +
1

𝑒
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1
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3
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4
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= 4! −

1
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(𝐴4

4 + 𝐴4
3 + 𝐴4

2 + 𝐴4
1); 

Utilizând metoda inducției matematice, demonstrăm că  

𝑓(𝑛 + 1) = 𝑛! −
1

𝑒
∑ 𝐴𝑛

𝑛−𝑘.

𝑛−1

𝑘=0

 

Într-adevăr:  

𝑓(𝑛 + 2) = (𝑛 + 1)𝑓(𝑛 + 1) −
𝑛 + 1

𝑒
= (𝑛 + 1) (𝑛! −

1

𝑒
∑ 𝐴𝑛

𝑛−𝑘
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𝑘=0

) −
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1
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Obținem 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛 + 1). Întrucât 𝑒−𝑡𝑡𝑛 +
1

𝑒
≥ 0, ∀𝑡 ∈ [0; 1], 𝑛 ≥ 1, obținem că 

𝑎𝑛 = ∫ (𝑒−𝑡𝑡𝑛 +
1

𝑒
)

1

0

𝑑𝑡 ≥ 0, 𝑛 ≥ 1. 

Vom arăta că  (𝑎𝑛)𝑛≥1 este monoton descrescător. Într-adevăr,  𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1 = 𝑓(𝑛 + 1) −

𝑓(𝑛 + 2) = ∫ 𝑒−𝑡(𝑡𝑛 − 𝑡𝑛+1)
1

0
𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑛(1 − 𝑡)

1

0
𝑑𝑡 > 0, 𝑛 ≥ 1. 

Șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1, fiind monoton și mărginit, este și convergent. 

 

 

 


