
A 62-a OLIMPIADĂ DE MATEMATICĂ A REPUBLICII MOLDOVA   

Chişinău, 2 – 5 martie 2018 

Clasa a XII-a, ziua a doua 

SOLUȚII: 

12.5.  

a) 𝐼 = ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 √𝑥
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b) Fie 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 − 𝑥 +
𝑥3

3
.  

Atunci 𝑓′(𝑥) =
1

1+𝑥2 + 𝑥2 − 1 =
𝑥4

𝑥2+1
 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ, ceea ce implică faptul că funcția 𝑓 este 

monoton crescătoare pe ℝ. Pentru 𝑥 ≥ 0 obținem 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) ⇔ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 − 𝑥 +
𝑥3
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Atunci ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 √𝑥
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12.6.  Fie 𝐴𝑃𝑁𝑀 planul secant. Fie 𝐾 piciorul 

înălțimii coborâte din punctul 𝐶 pe planul secțiunii 

𝐴𝑃𝑀𝑁.  Atunci 𝐾 ∈ 𝐴𝑁. Fie 𝑇 punctul de 

intersecție al dreptei 𝐶𝐷 cu planul secant. Atunci 

dreapta 𝑇𝐾 reprezintă proiecția dreptei 𝐶𝐷 pe 

planul secant, iar 𝑚(∠𝐶𝑇𝐾) = 30°.  Obținem 

𝐶𝑇 = 10 și 𝐶𝐾 = 5. Deoarece 𝐴𝐶 = 5√2 obținem 

𝑚(∠𝐶𝐴𝐾) = 45°. Atunci 𝐴𝑂 =
5√2

2
⇒ 
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 Atunci 𝑚(∠𝐴𝑁𝐶) = 180° − 45° − 𝑚(∠𝑂𝐶𝑉) ⇒ 
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sinusurilor în triunghiul 𝐴𝑁𝐶, obținem 
𝐴𝑁

sin(∠𝑂𝐶𝑉)
=

𝐴𝐶

sin(∠𝐴𝑁𝐶)
⇒ 𝐴𝑁 = 8. Triunghiurile 

𝑀𝑁𝑃 și 𝐴𝑀𝑃 sunt isoscele, ceea ce implică 𝑀𝑃 ⊥ 𝐴𝑁. Atunci 𝒜𝐴𝑃𝑀𝑁 =
1

2
𝐴𝑁 ∙ 𝑀𝑃 = 15√2.  

 

 



12.7. (𝑥𝑓(𝑥))′ = 𝑔(𝑥), (𝑥𝑔(𝑥))′ = 𝑓(𝑥) implică 

{
(𝑥𝑓(𝑥))

′
+ (𝑥𝑔(𝑥))

′
= 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

(𝑥𝑓(𝑥))
′

− (𝑥𝑔(𝑥))
′

= 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)
⇔ {

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) + 𝑥(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))
′

= 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) + 𝑥(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))
′

= 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)
 

⇔ {
(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))

′
= 0

𝑥(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))
′

= 2(𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥))
⇔ {

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝐶

𝑥(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))
′

= 2(𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥))
 

⇔ {
𝑓(𝑥) = 𝐶 − 𝑔(𝑥)

𝑥(𝐶 − 2𝑔(𝑥))
′

= 2(2𝑔(𝑥) − 𝐶)
⇔ {

𝑓(𝑥) = 𝐶 − 𝑔(𝑥)

−2𝑥(𝑔(𝑥))
′

= 2(2𝑔(𝑥) − 𝐶)
⇔ 

⇔ {
𝑓(𝑥) = 𝐶 − 𝑔(𝑥)

𝑥(𝑔(𝑥))
′

= 𝐶 − 2𝑔(𝑥)
. 

Dacă 𝑔(𝑥) =
𝐶

2
 atunci 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ. 

Dacă 𝑔(𝑥) ≠
𝐶

2
 atunci 𝑥(𝑔(𝑥))

′
= 𝐶 − 2𝑔(𝑥) ⇔

𝑔′(𝑥)
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=

1

𝑥
. Integrând ambele părți, obținem: 

−
1

2
ln|𝐶 − 2𝑔(𝑥)| = ln|𝐾𝑥|, 𝐾 ≠ 0, care implică 𝑔(𝑥) = 𝐶 −

1

𝐾𝑥2 și 𝑓(𝑥) = 𝐶 +
1

𝐾𝑥2 , 𝐾 ≠ 0,

𝐶 ∈ ℝ. 

12.8. Are loc: 6𝐴4 − 𝐴3 − 𝐴 + 6𝐼2 = (3𝐴2 + 4𝐴 + 3𝐼2)(2𝐴2 − 3𝐴 + 2𝐼2).  

Atunci det(3𝐴2 + 4𝐴 + 3𝐼2) ∙ det(2𝐴2 − 3𝐴 + 2𝐼2) = 0.  

Fie  det(3𝐴2 + 4𝐴 + 3𝐼2) = 0. Întrucât 3𝐴2 + 4𝐴 + 3𝐼2 = 3(𝐴 − 𝜆𝐼2)(𝐴 − 𝛽𝐼2), unde             

𝜆 =
−2+√5  𝑖

3
, 𝛽 =

−2−√5  𝑖

3
 avem că det(𝐴 − 𝜆𝐼2) = 0 sau det(𝐴 − 𝛽𝐼2) = 0. Utilizând 

proprietățile: 𝑧1 ∙ 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧1̅ ∙ 𝑧2̅, 𝑧1 + 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧1̅ + 𝑧2̅, relația det(𝐴 − 𝜆𝐼2) = 0 implică 

det(𝐴 − �̅�𝐼2) = 0, adică det(𝐴 − 𝛽𝐼2) = 0. 

Fie 𝐴 =  (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

). Atunci 𝐴 − 𝜆𝐼2 =  (
𝑎 − 𝜆 𝑏

𝑐 𝑑 − 𝜆
) și  𝐴 − 𝛽𝐼2 =  (

𝑎 − 𝛽 𝑏
𝑐 𝑑 − 𝛽

). 

Astfel {
(𝑎 − 𝜆)(𝑑 − 𝜆) − 𝑏𝑐 = 0
(𝑎 − 𝛽)(𝑑 − 𝛽) − 𝑏𝑐 = 0

  ⇔ {
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝜆2 − 𝜆(𝑎 + 𝑑) = 0

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝛽2 − 𝛽(𝑎 + 𝑑) = 0
⇔ 

⇔ {
det 𝐴 + 𝜆2 − 𝜆(𝑎 + 𝑑) = 0

det 𝐴 + 𝛽2 − 𝛽(𝑎 + 𝑑) = 0
⇔ {

2 det 𝐴 + 𝜆2 + 𝛽2 − (𝑎 + 𝑑)(𝜆 + 𝛽) = 0

𝜆2 − 𝛽2 − (𝑎 + 𝑑)(𝜆 − 𝛽) = 0
⇔ 

⇔ {
2 det 𝐴 + 𝜆2 + 𝛽2 − (𝑎 + 𝑑)(𝜆 + 𝛽) = 0

𝑎 + 𝑑 = 𝜆 + 𝛽
. 

Atunci ⇔ {
det 𝐴 = 𝜆𝛽

𝑎 + 𝑑 = 𝜆 + 𝛽
 . Astfel det 𝐴 = 1. 

În mod similar se arată că dacă det(2𝐴2 − 3𝐴 + 2𝐼2) = 0 atunci  det 𝐴 = 1. 

 


