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Solutii

10.5. Determinati toate functiile f:R— R, care verifica simultan conditiile:

1) |f(x] >1, oricare ar fi numarul real x.

2) flx+y)= fx)+f(y)

,oricare ar fi numerele reale x si y.
1+ f(x)- f(¥)

Solutie: Intrucat relatia a doua are loc pentru orice valori reale ale numerelor x si y,
flx) f(y)#-1, (V)reR(V)y <R
Relatia 2) este echivalenti cu f(x+y)-(1+ f(x)- f(y))= f(x)+ f(¥), (V)xeR,(¥)y R.
In particular, pentru y =0, obtinem f(x)-(1+ f(x)- £(0))= f(x)+ f(0) =

& f0)-(1-£2(x)=0, (V)xeR.

Intrucat |f (XX >1, oricare ar fi numarul real x, atunci f (0) #0.

Obtinem ca 1— f*(x)=0, (V)x €R.

Vom aradta ca functia f poate fi identic egala cu 1 sau identic egala cu -1 pe R.

Daca presupunem ca pentru un careva x real avem f (x)= 1, iar pentru un careva y real ,
y#x,vomavea f(y)=—1,vom obtine 1+ f(x)- f(y)=0, deci nu va fi verificati relatia 2).

Rispuns: f:R—R, f(x)=1sau f:R—R, f(x)=-1

10.6. Rezolvatiin R ecuatia
V2x° + X" +4x% +2x2 + 2%+ 14417 —2x+34x% —4x3 +17x* —2x°5 =7x* —8x+22 .

.. o . a+b _ |a*+b? . .
Solutie: Vom aplica inegalitatea 5 < o care este adevarata pentru orice numere

reale a sib.

Pe DVA are loc inegalitatea

V2X° +x* +4x3 +2x% +2x +1+17—2x +34x> —4x3 +17x* —2x° <\/18x4+36x2+18 ~
2 B 2 -

3(x* +1)

Atunci
V2x% + x* 14 4267 4 2x + 1417 - 2x+34x° —4x° +17x* —2x° <6(x* +1),

Vom arita ci pe DVA avem 7x* —8x+22>6x"+6 < x°—8x+16>0 < xeR
Egalitatea are loc doar pentru x=4.
Verificim daca numarul 4 este solutie a ecuatiei si ne convingem ca este solufie.
Raspuns: S = {4}
10.7. In triunghiul ABC mediana AM si bisectoarea BN se intersecteazi in punctul P.
Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC, daca se stie ca dreptele MN si BC
sunt reciproc perpendiculare, iar BP: AN =3:2.

B

Solutie: Fie NQ||AM, Q € BC. Din ipoteza avem
BP =3x, AN =2x. Fie PN = y. In triunghiul BCN
segmentul MN este mediana si indltime, atunci M
Eriunghiul este isoscel, iar BN=CN =3x+y. Q
Intrucat PM || NQ, conform teoremei lui Thales in




triunghiul BNQ, avem ﬂZB_x:C_M. Putem scrie Q = CM_MQ: M —1:3—X—1.
MQ y MQ MQ MQ MQ y

Intrucat NQ||AM, conform teoremei lui Thales 1in triunghiul ACM, avem

CQ—CN—3X+y=§+1-X. Prin urmare 3~£—1=§+1-X. Notam i=1:, t>0.

MQ AN 2x 2 2 x y 2 2 x y
3 1 t=1,

Obtinem ecuatia 3t—1=§+z < 6t°—5t—1=0 < ; 1 =>t=1= y=x.
6

Observam ca BN =CN =4x. Aplicand teorema bisectoarei in triunghiul ABC ob{inem

4B = AB = AN = 2 = 1 = AB=BM. Conform criteriului de congruenta a triunghiurilor

BC 2BM CN 4x 2

(LUL), rezulta ca AABN=AMBN. Triunghiul MBN, fiind dreptunghic, rezulta ca
o T A 1 v v (< o

m(£BAC)=90°". Intrucat AB = > BC, rezultd cd m(£ACB)=30°, iar m(£ABC)=60°.

Raspuns: m(/BAC)=90°, m(£ACB)=30°, m(£ABC)=60°.
10.8. Fie a, b si ¢ lungimile laturilor unui triunghi arbitrar cu perimetrul egal cu 1.

9
Aratati ca are loc relatia —+—+—> .
a b ¢ Jl-a+1-b++1-c

Solutie: Din ipoteza avem a+b+c=1.
Intrucat a, b si ¢ suntlungimile laturilor unui triunghi, are loc a+b>c,ce (0;1), atunci

\/a+b>\/E>c<:> l-c>ce N <1.
—C C
IdemL<l$iL<1 atunci 1+—+1> ! + ! + !
Vi—a a’ J1i-b b’ a b ¢ J1-a J1-b J1-c¢

Vom arata ca ! + ! + ! > ? =
Ji—a J1-b J1i-¢ J1-a+J1-b+1-c
<:>( ! + ! + 1 ](\/l—a+\/1—b+\/1—c)>9.
Ji—a J1-b J1-c
Vom arata ca pentru orice numere reale pozitive x, y si z are loc inegalitatea

(1+l+1J(x+y+z)29<:>
X y z

(1+1+1j(x+y+z)=3+(i+z}[§+3{z+£j29,<MA_MG)

X y z y X zy

Atunciesteadevératéinegalitatea( ! + ! + ! ](\/1—0+\/1—b+\/1—c)29c>
Ji-a J1-b VJi-c

1 1 1 9
= + + > .
Ji—a Ji-b Ji-c¢ Ji—a+J1-b+1-¢
.11 1 1 1 1 9
In final —+—+—> + + > =
a b ¢ J1-a J1-b Ji-c¢ J1-a+J1-b+1-c

:>1+1+1> 0
a b ¢ Jl—a+J1-b+J1-c’




