Olimpiada Republicana la Matematica
Prima zi, 2 martie 2019, Clasa a XI-a

Solutii
11.1. Determinati valoarilede extrem a functiei f : (O, %) — R, f(Xx)=sinXx+cosX+tgx + ctgx.

Solutie.

sin? x—cos? X _

f'(x) =cosx—sin x+ =COS X —Sin X+

cos?x sin?x sin? x-cos? X
. (cos x— smx)(cosx+smx) COS X +5in X
=C0SX—Sin X — =(cosx—sinx)| 1-————|.
sin? x-cos? X sin“ xcos“ X

In (Oﬁj avem
2

1) f'(x)=0 = cosx=sinx = x:%

sau
f'(x)=0 = cosx+sinx=sin®xcos?x =

2)
= 1<1+2sin xcosx:sin“xcos“x:isin4 2x£i = Xed
16 16
f"(x)=—sinx—cosx+25|2X+2_COSSX:> f"(ﬁjz_ﬁ_£+4+4=8—\/§>0.
cos’ X  sin®x 4 2 2

Decl, x= 7 este punct de minim si

frin(X) = f (Zj smz+cosz+tg +ctg%=%+%+l+1:2+\/§.

11.2. Calculati limita ~ lim 1 1+—1 1+—1 .
N—»o0 2 2+3 2+3+...+n
Solutie.

Fie Pn:(1+1j (1+LJ (1+;j
2 2+3 2+3+...+n

S, =1+2+..+n= n(n+1)

,VneN*:>

n(n+1) n“+n-2 _(n-1)(n+2)

Sp—l=2+3+. #n=—0 e , VneN =
S, S, s o k(k+1)
P, =—2 2 T2 =T =
S,-1 S5-1°"'s, 1 3S-1 5 k-D(k+2)



n n+1
(HkMHk] L (n+1)!
_ \k=2 k=3 J _ ' 1.2 _ 3-nt(n+1)! - 3-n VneN =
n1 \ (ni2 (N+2)! (n-)t(n+2)! n+2’
G ) A S
( kMHk] (=D o3
k=1 k=4
lim B, = lim —3 n =3..
n—ow n—o N+ 2

11. 3. Determinati toate finctiile continue f:R’ — R, care verificd relatia

f(%}z%—@, X,y eR.

Solutie.

1) f(1)=f(fj=ﬂ—ﬂ=o.

X X X

2) f[i]:ﬂ—wi—f(y):—f(y).
y y 1 y

3)  f(x-y)=f ; =f;) (X%/)—y f(x)+—=~
y y

4) f(x*)=f(x-x)=x-f(x)+ ()_f(x)( )l(j

Lema. Pentru Vne N, n>2, x#1 are loc relatia:
2n
X =1

f(x") = f(X)-m- @)

f(y)
X

Demonstratie. Demonstram prin inductie.
n=2:

- f(x) L

2y = f(x) [ xil]= .XZ
f(x°)=f(x) (x+xj f(x) % —1)x

Presupunem ca formula (1) este adevarata pentru N =M. Atynci

2m

—f — =
TR

=f(x)- |:2m—12+ 1 }: f(X)-X (XZm_]_)—}—(X - )_ £()- X2(m+1)_l
(x* =x"

(XZ _1)Xm - (XZ _1)X(m+1)71 '
Deci formula (1) are loc pentru Vne N,

fxX™)=f(x"-x)=x-f(x")+ ()_x f(x)-

Gasim f(x“j, unde m,ne N".

5) f(x)=f((x%)nj=f(x%).




adica

f(3/) f(x)(x// Dlxnl.
m m ) o _1).x 2r
6) f{x”j—f((x%) jf(x%)((x(}/)z)lJ —f(x).( x2)1 (x%x1).1xT1=
:f(x).Lﬁ. (2)
(¢ =1)-x" |

7)  Deoarece f - functie continua pe R’ , atunci pentruVe e R luam un sir {u,} e Q’, care

converge la a. Conform continuitatii din (2) obtinem ca:

Za

* 1

VaeR,: f(xX*)=f(X)——————
LX) =10 DT

8) Fie x>1; atunci Inx >0, si

Inx anx_1 x*-1 e f(e) 1 1
HORRIC ):f(e)'ﬁzf(e)- ( jzc-(x——j,
(e’ -1e 2 o X el-l

(e*-1) o

unde C = (1) constantd, care poate lua valori arbitrare.
e —_
Daca x =1, atunci f(x)=0.

9 e o . . C 1
Daca 0< X <1, atunci utilizdm proprietatea 2) si 8) si obtinem pentru u=—>1
X

t09- 1) omt--2f@[p 1) o101 ) et 1) ¢ (1)
u e’ -1 u e’-1 \u e’ -1 X X
In cele din urma este usor de verificat ci orice functie de forma

f(x):C-(x—E), C eR,
X

satisface ecuatia initiald a functiei:

c[X Yo% :ﬂ_mzi.c.(x_ij_i.c. y-Lo
y X y y X X) X y
X

11.4. In pocal, sectiunea axiald a cdruia este graficul functiei y =X, se pune o "visind” — bild
de raza R . Pentru care valori ale lui R bila atinge fundului pocalului (punctul (0,0))?



Solutie.
Cercetam sectiunea axiald indicatd. Deoarece sectiunea axiald a bilei este un cerc de raza R,
atunci acest cerc trebuie sa fie tangent la axa Ox n punctul O =(0;0). Prin urmare centrul

cercului se afla pe axa Oy Tn punctul O, = (0; R).
Scriem conditia ca graficul circumferintei de raza R cu centrul in punctul O, =(0;R) si
graficul functiei y = X" au puncte comune (adici ele sau se intersecteazi, sau sunt tangente).
x*+(y-R)* =R?
{ y=x'
X* +(x* - R)2 = R?
x?(1+x® —2Rx*) = 0.
Valoarea X, =0 da punctul de tangenta a graficelor in originea de coordonate. Prin urmare alte
puncte de tangenta (de intersectie) a graficelor sunt date de conditia
1+x$ =2Rx;, X, #0.
Notim x7 =t>0. Atunci avem

1+t*=2Rt, t>0.
Aceasta ecuatie are solutie atunci si numai atunci cand dreapta y = 2Rt (care trace prin punctul

(0,0) ) este tangentd sau intersecteaza graficul G, functiei g(t) = 1+1t° (pentru t>0).
Gasim conditia de tangenta a graficelor finctiilor. Tangentd la graficul G, are ecuatia
y- g(to) =4 I(to) (t _to)-
Atunci
y=1+t3+3t7-(t-t,) =3t7 -t +(1-2t).
Pe de alta parte y = 2Rt . Prin urmare
3%

R
{3t§:2R N T,

1-2t2=0 1
XO :i\/E:iT
2

Deci:
1) Pentru 0<R <R, cercul O, =(0;R) are doar 1 punct comun cu graficul functiei y=x" -
originea de coordonate O = (0;0) .

2) Pentru R=R, cercul 0<R<R, are 3 puncte comune cu graficul functiei y=x" cu

. 1
abscisele 0,+x,=+—.
2
Sd aratdm, ca pentru R>R, = 7 daca ,,visina” este tangenta la fundul pocalului, atunci ea

iese din limitele peretilor acestuia. Pentru aceasta este suficient sa arataim, cd existd asa

X, €[-R, R] ncat
f(x)=R-yR*-x —x <0



(graficul functiei y=x* in punctul x=x, se afli mai sus de semicercului de jos

y=R-+R?*—x%). Fie luim x, = L

. Atunci esta usor de verificat ca

2
1 332
1) X0:%<T:RO<R = XOE[—R,R].
3
2) pentru R>RO:3:{E
1 2 1 2 1 1
R-—<,/[RP"—— = f(x,)=R-,|R"——=-—+<0.
7 O e A A
3

g/i
4|

Rezulta ca solutiile problemei va fi valorile R €[0,R;] = {0,
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Solutii

11.5. Comparati numerele X = 2019!092018 2017 siY = 20171092019 2020

Solutie.
Avem
InX =In (2019'092018 2017 = log p015 2017+ 1n 2019 =
_In2019-In2017 _ l0g 5015 2019-1n 2017 = In (2017|092018 2019) '
In2018
ceea ce implica X = 2017992018 2019 " {3tilizam inegalitatea mediilor pentru numerele pozitive
distincte 2018 si 2020. Obtinem inegalitatea /20182020 <&220202 2019, ceea ce

implica In+/2018-2020 < In2019. In continuare, utilizand inegalitatea mediilor pentru numerele
pozitive distincte In2018 si In2020, avem

In 2019 > In~/2018- 2020 :%In(2018 -2020) =

In2018 +1n 2020 >+/In2018-1n 2020 ,

In 2019 s In 2020
IN2018 ~ In2019 "

1095015 2019 > 1095919 2020 Rezultd ca X = 2017'%92082019 5, 901710020102020 _y

echivalent cu

de unde rezulta (In2019)2>ln2018-ln2020, adica

11.6. O sfera trece prin toate varfurile unei fete a cubului si este tangenta la toate muchiile fetei
opuse a cubului. Gasiti raportul dintre volumul sferei si volumul cubului.

Solutie.
Fie sfera trece prin varfurile A, B, C, D. Introducem sistemul de coordonate astfel incéat originea
coordonatelor sa coincida cu punctul A, axa Ox este dreapta (AD), axa Oy este dreapta (AB), axa
Oz este dreapta (AA,).
Fie muchia cubului este egala cu a. Atunci in coordonate

A=(0,0,0), B =(0,a,0), D =(a,0,0).
Ecuatia sferei din conditiile problemei cu centrul in punctul O =(X,,Y,,Z,) si de razd R are
forma

(X_ X0)2 + (y_ YO)2 + (Z - 20)2 =R%

Deoarece sfera e tangentd la toate muchiile fetei AB,C D, a cubului, atunci intersectia sferei cu
aceasta fatd este un cerc, inscris in patratul AB,C/D,. Acest cerc e tangent la toate laturile

patratului A B,C,D, in mijlocul laturilor patratului — in punctele P, Q, T, S. In coordonate avem

P=(85.08, Q=(034,a, T=(3.aa), $=(a8},a).



Punctele A, B, D, Q apartin sferei. De aceea, substituind coordonatele acestora in ecuatia sferei,
obtinem sistemul

X+ Y+, =R?
X, +(y,—a)’+z. =R®
(% —a)*+y, +2; =R

X+ (Yo —85)" +(z,-a)* =R

Atunci rezolvam sistemul in raport cu necunoscuta R si obtinem

R = a . E'
8
Deoarece
4
V. - =a® V.. =—7zR%
cubului sferei 3
atunci
4 Va1
sterei _ 3 8 _ 417[\/H
v a’ 384

cubului

11.7. Sa se arate ca dacd numerele reale a,b,C satisfac relatiile

a+b+c=4,
a’+b%*+c?=6,
atunci
g;?Gsac*er?’Jrc3 <10.
Solutie.
Notam
a+b+c=p
ab+bc+ac=q
abc=r

s=a’+b’+¢’
Atunci din conditiile problemei obtinem
at+b+c=4=p=4 (1
(a+b+c)’=a’+b*+c*+2(ab+bc+ac) = p°-2q=6 (2)
(a+b+c)’ =(-2)-(a*+b*+c*)+6abc+3-(a+b+c)-(a®+b* +c?)
p?=-2s+6r+3p-(p*-20).
s=p*-3pg+3r (3
Rezolvand in comun ecuatiile (1)-(3), obtinem
s=s(r)=3r+4, g=>5.
Conform teoremei lui Viete numerele a,b, ¢ sunt radacinile polinomului
x> — px? +qgx—r =0.
Presupunem, ca a =b =c. Atunci conform conditiei problemei obtinem simultan



3a=4, 3a°=6,
ce este imposibil. De aceea avem: sau a=b = c = a, sau numerele a,b,c sunt diferite.
Utilizand conditiile problemei, obtinem
r=x>—px>+ax=x>—4x* +5x = f(x)
Gasim extremele functiei f(x):

f’(X)=3X2—8X+5=0 fmax:f(l):2

7 = 5 50.
-1 /3. f —f()="22
X1,2 1 min (3) 27

Usor se observa ca pentru existenta numerelor a,b,c e R, care sa satisfaca conditiile problemei
este necesar si suficient sd aiba loc conditia

f. <r<f

min — max *

Prin urmare

@erZ = %£s=3r+4£10.
27 9

11.8. Fie sirul (a,)p-1, &, =11...188...8, Yn>1. Calculati lim {\/a}, unde {t} reprezinta

n cifre n cifre n—w

partea fractionara a numarului t.

Solutie.
Fie b, =11...1 si ¢, =3b,, Yn>1. Observam ca limb, =limc, =+c. Avem
m n—oo n—w

a, =11...188...8=11...100...0+88...8 =y, -10" +8-b, =b, (10" +8) =

ncifte nofre  noifre nofre  nifre
b, (10" —1+9) =b. (9b, +9) = 3, (3, +3) =C, (¢, +3), Vn>1,
de unde rezulta ca (\/a)z —a, =C,(C,+3)=cZ+3c, <c2+4c, +4=(c,+2)° si
(\/a)z —a, =C,(C, +3) =c2+3c, =C2 +2c, +C, >c2 +2¢c, +1=(c, +1)?, Vn>1,

adica ¢, +1<,/a, <C,+2, VYn>1, ceea ce implica [JanJ:Cn +1, Vn>1. Obtinem

i i _(onCer 3 -0 D) (e + 3+ € +)
(Voo =an ~[ oo ] = Ve G +3) = +2) - VorGr 79+ G 2D ‘

1
1-—
_ Cnl(eh +3) - (cy +1)° _ c,—1 _ Ch o 1-0 _1 (N — ).
Jen(Cn+3) +(ch +1) /e (e, +3) +(c, +1) \/1+3+1+1 J1+0+1+0 2
Cn Cn

Deci, lim {ﬁ}:%

nN—o0



