Olimpiada Republicana la Matematica
Prima zi, 2 martie 2019, Clasa a Xll-a

Solutii
e3x_e —3x

. ln2
12.1. Caleulati: = dx
Solutie:
N

e¥ +e7* =1t?

In 2 3x —3x In2 x —x X —x\2
J e —e dx—f (e —e™)[(e* +e™) —1]dx_ (e* —e™)dx = 2tdt| _
5 e* +e ¥ 5 veXr +e=* x=0=>t=+2
1
x=ln2:t=zx/ﬁ

Ny
t5
=2 f (t4—1)dt=2<g—t>
V2

12.2. Un plan, care contine o muchie, divizeaza un tetraedru regulat in doud corpuri, volumele
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carora se raporta ca 3:5. Determinati masurile unghiurilor in care planul secant divizeaza unghiul

diedru al tetraedrului.

Solutie:

Fie a lungimea muchiei tetraedrului, iar VK C - planul secant.
ideram ca Qucs 3 iBK_3 Gk =S _3

Consideram ca Yorer 5 Atunci x-S AK = 5 @ BK = 5 a-

Consideram unghiul liniar AM B al unghiului diedru. Atunci

AM = BM = %g Aplicam teorema cosinusurilor in triunghiul ACK

si obtinem CK? = AK? + AC? — AK - AC, ceea ce implicd

CK = %a. Deoarece CV L (AMB), obtinem ca KM L1 CV, ceea ce
av33

implicda KM? = CK? — CM? sau KM = — -

Aplicdm teorema cosinusurilor in triunghiul AMK si obtinem

AK? = AM? + KM? — 2AM - KM cos m(£AMK), ceea ce implici cosm(£AMK) = %
Aplicam teorema cosinusurilor in triunghiul BMK si obtinem
BK? = BM? + KM? — 2BM - KM cos m(£BMK), ceea ce implici cos m(ZBMK) = %

Astfel, am obtinut ca planul secant divizeaza unghiul diedru al tetraedrului in unghiuri de
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sunt reale si determinati aceste
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solutii.

Solutie:
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12.4. Fie A o matrice patratica de ordinul n, elementele careia sunt numerele —2019 sau 2019.

Determinati valoarea maxima a determinantului matricei 4, pentru: a) n = 3; b) n = 4.
Solutie:

a) Observam ca A = 2019 - B, unde B este o matrice patratica de ordinul n, care are ca elemente
numerele —1 sau 1. Atunci detA = 2019™ det B. Fie n = 3. Adunam elementele liniei a doua a
matricei B cu elementele respective ale primei linii. Adunam elementele liniei a treia a matricei
B cu elementele respective ale primei linii. Obtinem o matrice care are ca elemente ale liniilor a
doua si a treia numerele —2,0 sau 2, ceea ce implicad detB : 4. Tinand cont de faptul ca

-1 1 1
|detB| < 6 si de existenta, de exemplu a matricei B = ( 1 -1 1), incat detB =4
1 1 1

concluziondm ca valoarea maxima a determinantului matricei B este egald cu 4 si valoarea
maximi a determinantului matricei A este egald cu 4 - 20193,

b) Prin rationamente similare celor din a) obtinem ca pentru n = 4,detB : 8.

Intrucat valoarea maxima a determinantului unei matrice patratice B de ordinul 3 cu proprietitile
mentionate, este egalda cu 4, calculand valoarea determinantului unei matrice patratice B de
ordinul 4 prin metoda dezvoltarii ei dupa o linie sau coloana, obtinem ca det B < 16.

1 1 1 -1
Existenta, de exemplu, a matricei B = 11 _i 11 11 , Incét det B = 16, implica valoarea
-1 1 1 1

maxima a determinantului matricei B egala cu 16, iar valoarea maxima a determinantului
matricei A egald cu 16 - 2019%.



