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Olimpiada Republicană la Matematică  
Ziua a doua, 3 martie 2019,  Clasa a XII–a  

Barem de evaluare  

 12.5.  Fie funcția continuă 𝑓𝑓: (0; +∞) → ℝ, pentru care (𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1
𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �

1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)
. Determinați 

primitivele 𝐹𝐹: (0; +∞) → ℝ ale funcției 𝑓𝑓. 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1.  
Obținerea sistemului  �

 (𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1
𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �

1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)

𝑥𝑥3𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥+1
𝑥𝑥
𝑓𝑓 �1

𝑥𝑥
� = (2+𝑥𝑥)𝑥𝑥2

𝑥𝑥2+1

� 
2 puncte 

2. 2 
Rezolvarea sistemului  �

 (𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1
𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �

1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)

𝑥𝑥3𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥+1
𝑥𝑥
𝑓𝑓 �1

𝑥𝑥
� = (2+𝑥𝑥)𝑥𝑥2

𝑥𝑥2+1

� 
2 puncte 

3.  𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ln
𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 1
+ 𝐶𝐶,𝐶𝐶 ∈ ℝ 3 puncte 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

 

12.6.  Determinați valoarea minimă a modulului numărului complex 𝑧𝑧, care verifică relația 

|𝑧𝑧 + 12| + |𝑧𝑧 − 5𝑖𝑖| = 13. 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1 Dacă 𝑃𝑃(𝑎𝑎1 ,𝑏𝑏1) este imaginea numărului complex 𝑧𝑧1 = 𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏1𝑖𝑖, iar 𝑄𝑄(𝑎𝑎2 , 𝑏𝑏2) - 
imaginea numărului complex 𝑧𝑧2 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2𝑖𝑖, atunci |𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2| = 𝑃𝑃𝑃𝑃. 

2 puncte 

2 |𝑧𝑧 + 12| + |𝑧𝑧 − 5𝑖𝑖| = 13 ⇔ 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 ⇒ 𝐴𝐴 ∈ [𝑀𝑀𝑀𝑀], unde 𝑀𝑀 imaginea lui 
𝑧𝑧1 = −12, 𝑁𝑁 imaginea lui 𝑧𝑧2 = 5𝑖𝑖 și 𝐴𝐴 imaginea lui 𝑧𝑧 

2 puncte 

3 Valoarea minimă a lungimii segmentului 𝑂𝑂𝑂𝑂,𝑂𝑂𝑂𝑂 = |𝑧𝑧|, este distanța de la originea 
de coordonate  la dreapta 𝑀𝑀𝑀𝑀 

2 puncte 

4 Obținerea valorii 60
13

 1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 
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12.7.  În piramida patrulateră regulată 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉, înălțimea are lungimea ℎ și este diametru al unei sfere, 

iar 𝑚𝑚(∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) = 𝜑𝜑. Determinați lungimea curbei obținute la intersecția sferei cu suprafața laterală a 

piramidei. 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1 𝑎𝑎 = 2𝑉𝑉𝑉𝑉 sin 𝜑𝜑
2

 , unde 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑎𝑎 1 punct 

2 
𝑎𝑎 =

2ℎsin𝜑𝜑2
�cos𝜑𝜑

,𝑉𝑉𝑉𝑉 =
ℎ

�cos𝜑𝜑
 

1 punct 

3 𝑉𝑉𝑉𝑉 = ℎ�cos𝜑𝜑 1 punct 
4 

𝑅𝑅 =
ℎ�cos𝜑𝜑

2 cos 𝜑𝜑2
, 

unde 𝑅𝑅 este raza cercului, obținut la intersecția sferei cu fața 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 

2 punctе 

5 
𝑙𝑙𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2𝜑𝜑𝜑𝜑 =

ℎ𝜑𝜑�cos𝜑𝜑

cos 𝜑𝜑2
, 

unde 𝑀𝑀𝑀𝑀 este arcul obținut la intersecția feței 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 cu sfera 

1 punct 

6 
𝑙𝑙 =

4ℎ𝜑𝜑�cos𝜑𝜑

cos 𝜑𝜑2
 

1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

12.8.  Fie 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 ∫ cos 𝑥𝑥
1+𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑑𝑑,1
0  unde 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗.  Calculați: lim

𝑛𝑛→∞
𝐼𝐼𝑛𝑛 . 

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 
acordat 

1 
𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝑛𝑛�

cos 𝑥𝑥
1 + 𝑒𝑒𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

= 𝑛𝑛� cos 𝑥𝑥
𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛

1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0

= − cos 𝑥𝑥 ∙ �ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 )|0
1 − 

−� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 )𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

= 

= − cos 1 ∙ ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛) + ln 2 −� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 )𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

.    

2 puncte 

2 0 < ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 ) < 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛  1 punct 
3 

0 ≤ � sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 )𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

≤ �𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

≤ �𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

=
1
𝑛𝑛
�1 −

1
𝑒𝑒𝑛𝑛
� 

2 puncte 
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4 
lim
𝑛𝑛→∞

� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛 )𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0

= 0 
1 punct 

5 lim
𝑛𝑛→∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 = ln 2. 1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

 


