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Республиканская Олимпиада по Математике 
Второй день, 3 марта 2019 года, XII-й класс 

Схема оценивания 

12.5.  Пусть 𝑓𝑓: (0; +∞) → ℝ - непрерывная функция, удовлетворяющая условию                        

(𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1
𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �

1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)
. Найдите первообразные 𝐹𝐹: (0; +∞) → ℝ функции 𝑓𝑓. 

Этапы решения со схемой распределения баллов  

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1 
Получение системы  �

 (𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1
𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �

1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)

𝑥𝑥3𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥+1
𝑥𝑥
𝑓𝑓 �1

𝑥𝑥
� = (2+𝑥𝑥)𝑥𝑥2

𝑥𝑥2+1

� 
2 балла 

2 
Решение системы  �

 (𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1
𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �

1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)

𝑥𝑥3𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥+1
𝑥𝑥
𝑓𝑓 �1

𝑥𝑥
� = (2+𝑥𝑥)𝑥𝑥2

𝑥𝑥2+1

� 
2 балла 

3 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ln
𝑥𝑥

√𝑥𝑥2 + 1
+ 𝐶𝐶,𝐶𝐶 ∈ ℝ 3 балла 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание: Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 

 

12.6.  Найдите минимальное значение модуля комплексного числа 𝑧𝑧, для которого 

|𝑧𝑧 + 12| + |𝑧𝑧 − 5𝑖𝑖| = 13. 

Этапы решения со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

 
1 

Если 𝑃𝑃(𝑎𝑎1 , 𝑏𝑏1) - изображение комплексного числа 𝑧𝑧1 = 𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏1𝑖𝑖, а 𝑄𝑄(𝑎𝑎2 ,𝑏𝑏2) 
- изображение комплексного числа 𝑧𝑧2 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2𝑖𝑖, тогда |𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2| = 𝑃𝑃𝑄𝑄. 

2 балла 

2 |𝑧𝑧 + 12| + |𝑧𝑧 − 5𝑖𝑖| = 13 ⇔ 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇒ 𝐴𝐴 ∈ [𝐴𝐴𝐴𝐴], где 𝐴𝐴 
изображение 𝑧𝑧1 = −12, 𝐴𝐴 изображение 𝑧𝑧2 = 5𝑖𝑖 и 𝐴𝐴 изображение 𝑧𝑧 

2 балла 

3 Минимальное значение длины отрезка 𝑂𝑂𝐴𝐴,𝑂𝑂𝐴𝐴 = |𝑧𝑧|, есть расстояние от 
начала координат до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴 

2 балла 

4 Получение значения 60
13

 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание: Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 
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12.7.  В правильной четырёхугольной пирамиде 𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉𝐶𝐶𝑉𝑉, высота имеет длину ℎ и служит 

диаметром шара, а 𝑚𝑚(∠𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝜑𝜑. Найдите длину кривой пересечения поверхности шара и  

боковой поверхности пирамиды. 

Этапы решения со схемой распределения баллов  

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

1 𝑎𝑎 = 2𝑉𝑉𝐴𝐴 sin 𝜑𝜑
2

 , где 𝐴𝐴𝑉𝑉 = 𝑎𝑎 1 балл 

2 
𝑎𝑎 =

2ℎsin𝜑𝜑2
�cos𝜑𝜑

,𝑉𝑉𝐴𝐴 =
ℎ

�cos𝜑𝜑
 

1 балл 

3 𝑉𝑉𝐴𝐴 = ℎ�cos𝜑𝜑 1 балл 
4 

𝑅𝑅 =
ℎ�cos𝜑𝜑

2 cos 𝜑𝜑2
, 

где 𝑅𝑅 - радиус окружности, полученной на пересечении шара с гранью 𝑉𝑉𝑉𝑉𝐴𝐴 

2 балла 

5 
𝑙𝑙𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2𝜑𝜑𝑅𝑅 =

ℎ𝜑𝜑�cos𝜑𝜑

cos 𝜑𝜑2
, 

где 𝐴𝐴𝐴𝐴 – дуга, полученная на пресечении шара с гранью 𝑉𝑉𝑉𝑉𝐴𝐴 

1 балл 

6 
𝑙𝑙 =

4ℎ𝜑𝜑�cos𝜑𝜑

cos 𝜑𝜑2
 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание: Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 

 

12.8.  Пусть 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 ∫ cos 𝑥𝑥
1+𝑒𝑒𝑛𝑛𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥,1
0  где 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗.  Вычислите:  lim

𝑛𝑛→∞
𝐼𝐼𝑛𝑛 .  

Этапы решения со схемой распределения баллов  

Шаг Этапы решения Количество 
баллов 

 
1 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝑛𝑛�

cos 𝑥𝑥
1 + 𝑒𝑒𝑛𝑛𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

= 𝑛𝑛� cos 𝑥𝑥
𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥

1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

1

0
= − cos 𝑥𝑥 ∙ �ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )|0

1 − 

−� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

= 

= − cos 1 ∙ ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛) + ln 2 −� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

.    

2 балла 

2 0 < ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 ) < 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥  1 балл 
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3 
0 ≤ � sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥

1

0

≤ �𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

≤ �𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

=
1
𝑛𝑛
�1 −

1
𝑒𝑒𝑛𝑛
� 

2 балла 

4 
lim
𝑛𝑛→∞

� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

= 0 
1 балл 

5 lim
𝑛𝑛→∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 = ln 2. 1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание: Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 


