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Olimpiada Republicană la Matematică  
Ziua a doua, 3 martie 2019,  Clasa a XII–a  

Soluții 

12.5.  Fie funcția continuă 𝑓𝑓: (0; +∞) → ℝ, pentru care (𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1
𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �

1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)
. 

Determinați primitivele 𝐹𝐹: (0; +∞) → ℝ ale funcției 𝑓𝑓. 

Soluţie: 

Notăm prin 𝑡𝑡 = 1
𝑥𝑥
 și obținem  𝑡𝑡3𝑓𝑓(𝑡𝑡) + 𝑡𝑡+1

𝑡𝑡
𝑓𝑓 �1

𝑡𝑡
� = (2+𝑡𝑡)𝑡𝑡2

𝑡𝑡2+1
. 

Pentru a determina funcția 𝑓𝑓, rezolvăm sistemul �
 (𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1

𝑥𝑥3 𝑓𝑓 �
1
𝑥𝑥
� = 2𝑥𝑥+1

𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)

𝑥𝑥3𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥+1
𝑥𝑥
𝑓𝑓 �1

𝑥𝑥
� = (2+𝑥𝑥)𝑥𝑥2

𝑥𝑥2+1

�. 

Obținem 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1
𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)

.  

Întrucât ∫ 1
𝑥𝑥(𝑥𝑥2+1)

𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ 1
𝑥𝑥3(1+𝑥𝑥−2)

𝑑𝑑𝑥𝑥 = − 1
2 ∫

𝑑𝑑(1+𝑥𝑥−2)
1+𝑥𝑥−2 = − 1

2
ln(1 + 𝑥𝑥−2) + 𝐶𝐶 = ln 𝑥𝑥

√𝑥𝑥2+1
+ 𝐶𝐶, 

obținem 𝐹𝐹: (0; +∞) → ℝ,𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ln 𝑥𝑥
√𝑥𝑥2+1

+ 𝐶𝐶,𝐶𝐶 ∈ ℝ. 
 

12.6.  Determinați valoarea minimă a modulului numărului complex 𝑧𝑧, care verifică relația 

|𝑧𝑧 + 12| + |𝑧𝑧 − 5𝑖𝑖| = 13. 

Soluţie: 

Dacă 𝑃𝑃(𝑎𝑎1 ,𝑏𝑏1) este imaginea numărului complex               
𝑧𝑧1 = 𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏1𝑖𝑖, iar 𝑄𝑄(𝑎𝑎2 ,𝑏𝑏2) - imaginea numărului complex 
𝑧𝑧2 = 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2𝑖𝑖, atunci |𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2| = 𝑃𝑃𝑄𝑄. 
Fie 𝑀𝑀 imaginea lui 𝑧𝑧1 = −12, 𝑁𝑁 imaginea lui 𝑧𝑧2 = 5𝑖𝑖 și 𝐴𝐴 
imaginea lui 𝑧𝑧. Atunci |𝑧𝑧 + 12| = 𝐴𝐴𝑀𝑀, |𝑧𝑧 − 5𝑖𝑖| = 𝐴𝐴𝑁𝑁,   
13 = 𝑀𝑀𝑁𝑁. Atunci |𝑧𝑧 + 12| + |𝑧𝑧 − 5𝑖𝑖| = 13 ⇔ 𝐴𝐴𝑀𝑀 + 𝐴𝐴𝑁𝑁 =
𝑀𝑀𝑁𝑁 ⇒ 𝐴𝐴 ∈ [𝑀𝑀𝑁𝑁]. Valoarea minimă a lungimii segmentului 
𝑂𝑂𝐴𝐴,𝑂𝑂𝐴𝐴 = |𝑧𝑧|, este distanța de la punctul 𝑂𝑂 la dreapta 𝑀𝑀𝑁𝑁 și 
este egală cu 12∙5

13
= 60

13
. 

  
 

12.7.  În piramida patrulateră regulată 𝑉𝑉𝐴𝐴𝑉𝑉𝐶𝐶𝑉𝑉, înălțimea are lungimea ℎ și este diametru al unei 

sfere, iar 𝑚𝑚(∠𝐴𝐴𝑉𝑉𝑉𝑉) = 𝜑𝜑. Determinați lungimea curbei obținute la intersecția sferei cu suprafața 

laterală a piramidei. 

Soluţie: 
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Curba obținută la intersecția sferei cu suprafața laterală a piramidei constă din 4 arce congruente 
ale cercurilor, obținute la intersecția fețelor laterale cu sfera. 
Determinăm lungimea arcului 𝑁𝑁𝑀𝑀 de cerc cu centrul în punctul 𝐼𝐼, obținut la intersecția sferei cu 
planul 𝑉𝑉𝑉𝑉𝐴𝐴.  
Fie 𝐴𝐴𝑉𝑉 = 𝑎𝑎. Atunci 𝑎𝑎 = 2𝑉𝑉𝐴𝐴 sin 𝜑𝜑

2
,𝐴𝐴𝐶𝐶 = 𝑎𝑎√2, 𝑂𝑂𝐴𝐴 = 𝑎𝑎√2

2
 . 

În triunghiul 𝑉𝑉𝑂𝑂𝐴𝐴, dreptunghic în 𝑂𝑂, obținem ℎ2 + 𝑎𝑎2

2
= 𝑎𝑎2

4 sin 2𝜑𝜑
2
 , ceea ce implică 𝑎𝑎 =

2 ℎsin𝜑𝜑
2

�cos 𝜑𝜑
  și            

𝑉𝑉𝐴𝐴 = ℎ
�cos 𝜑𝜑

 .  

Aplicăm teorema catetei în triunghiul 𝑉𝑉𝑂𝑂𝐴𝐴 și obținem 𝑉𝑉𝑂𝑂2 = 𝑉𝑉𝑀𝑀 ∙ 𝑉𝑉𝐴𝐴, ceea ce implică 
𝑉𝑉𝑀𝑀 = ℎ�cos𝜑𝜑. 

Fie 𝑀𝑀𝐼𝐼 = 𝑅𝑅, atunci în triunghiul 𝑉𝑉𝑀𝑀𝑁𝑁 obținem 2𝑀𝑀𝐼𝐼 = 2𝑅𝑅 = 𝑉𝑉𝑀𝑀

sin �90°−𝜑𝜑2�
= 𝑉𝑉𝑀𝑀

cos  𝜑𝜑2
= ℎ�cos 𝜑𝜑

cos  𝜑𝜑2
, 

ceea ce implică 𝑅𝑅 = ℎ�cos 𝜑𝜑
2 cos  𝜑𝜑2

 . Deoarece 𝑚𝑚(∠𝑀𝑀𝐼𝐼𝑁𝑁) = 2𝜑𝜑, obținem că lungimea arcului 𝑀𝑀𝑁𝑁 este        

𝑙𝑙𝑀𝑀𝑁𝑁 = 2𝜑𝜑𝑅𝑅 = ℎ𝜑𝜑�cos 𝜑𝜑
cos  𝜑𝜑2

 , iar lungimea curbei obținute la intersecția sferei cu suprafața laterală a 

piramidei este  𝑙𝑙 = 4ℎ𝜑𝜑�cos 𝜑𝜑
cos  𝜑𝜑2

 . 

 

12.8.  Fie 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 ∫ cos 𝑥𝑥
1+𝑒𝑒𝑛𝑛𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥,1
0  unde 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗.  Calculați: lim

𝑛𝑛→∞
𝐼𝐼𝑛𝑛 .  

Soluţie: 

Utilizăm metoda integrării prin părți și obținem 

𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝑛𝑛�
cos 𝑥𝑥

1 + 𝑒𝑒𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

1

0

= 𝑛𝑛� cos 𝑥𝑥
𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥

1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥

1

0

= − cos 𝑥𝑥 ∙ �ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )|0
1 − 

−� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

= − cos 1 ∙ ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛) + ln 2 −� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

.    

Întrucât 0 < ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 ) < 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥  obținem 

0 ≤ � sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

≤ �𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

≤ �𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

=
1
𝑛𝑛
�1 −

1
𝑒𝑒𝑛𝑛
�. 

𝑂𝑂 𝑃𝑃 𝑀𝑀 

𝑂𝑂 

𝑉𝑉 𝑉𝑉 

𝑁𝑁 𝑀𝑀 

𝑉𝑉 

𝑃𝑃 
𝑀𝑀 

𝐶𝐶 𝑉𝑉 𝐴𝐴 𝐴𝐴 

𝑄𝑄 

𝑉𝑉 

𝐶𝐶 

𝑉𝑉 

𝐴𝐴 𝑁𝑁 

𝐼𝐼 
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Trecem la limită în ultima inegalitate dublă și obținem  

lim
𝑛𝑛→∞

� sin 𝑥𝑥 ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0

= 0. 

Deoarece lim
𝑛𝑛→∞

ln(1 + 𝑒𝑒−𝑛𝑛) = 0, obținem lim
n→∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 = ln 2. 
 


