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Olimpiada Republicană la Matematică  

Prima zi, 2 martie 2019,  Clasa a VII–a  

Soluţii 

7.1.  Demonstraţi că există patru numere prime consecutive, care divid numărul 𝑛 = 2 + 22 +

⋯ + 22028. 

Demonstraţie: 

Evident că numărul 𝑛 este par ⟹ 𝑛 ⋮ 2.  Vom demonstra că numărul 𝑛 se divide cu 3, 5 şi 7.  

 𝑛 = 2 + 22 + 23 + ⋯ + 22028 = (2 + 22 + 23) + (24 + 25 + 26) + ⋯ + (22026 + 22027 +

22028) =  

= 2 ∙ (1 + 2 + 22) + 23 ∙ (1 + 2 + 22) + ⋯ + 22026 ∙ (1 + 2 + 22)

= 2 ∙ 7 + 23 ∙ 7 + ⋯ + 22026 ∙ 7 = 

= 7 ∙ (2 + 23 + … + 22026) ⟹ 𝑛 ⋮ 7.  

 𝑛 = 2 + 22 + 23 + ⋯ + 22028 = (2 + 22 + 23 + 24) + (25 + 26 + 27 + 28) + ⋯ +
(22025 + 22026 + 22027 + 22028) = (2 + 22 + 23 + 24) + 24 ∙ (2 + 22 + 23 + 24) + ⋯ +

22024 ∙ (2 + 22 + 23 + 24) = 

= 30 + 24 ∙ 30 + + ⋯ + 22024 ∙ 30 = 30 ∙ (1 + 24 + ⋯ + 22024) ⟹ 𝑛 ⋮ 3, 5. 

Deci, 𝑛 ⋮ 2, 3, 5, 7. 

 

7.2.  Fie 𝐴𝐵𝐶 un triunghi isoscel cu 𝐴𝐵 =  𝐴𝐶 şi 𝑚(∠𝐵𝐴𝐶) = 72°. Pe latura 𝐴𝐵 se iau punctele 

𝐷 şi 𝐸, astfel încât ∠𝐴𝐶𝐷 ≡  ∠𝐷𝐶𝐸 ≡  ∠𝐸𝐶𝐵, iar punctul 𝐹 aparţine laturii (𝐵𝐶), astfel încât 

𝐸𝐹 este bisectoarea unghiului 𝐵𝐸𝐶. Demonstraţi că 𝐴𝐹 ⊥ 𝐶𝐸. 

Demonstraţie: 

𝑚(∠𝐵𝐴𝐶) = 720  ⇒ 𝑚(∠𝐴𝐵𝐶) = 𝑚(∠𝐴𝐶𝐵) = 540 ⇒ 

𝑚(∠𝐴𝐶𝐸) = 360 ⇒ 𝑚(∠𝐴𝐸𝐶) = 720. Deci triunghiul 𝐴𝐶𝐸 este 

isoscel, cu vârful în C, adică               𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 = 𝐶𝐸. Cum 

𝑚(∠𝐵𝐸𝐶) = 1080, obţinem 𝑚(∠𝐵𝐸𝐹) = 540 = 𝑚(∠𝐸𝐵𝐹) ⇒

 𝐸𝐹 = 𝐵𝐹. Deoarece 𝐹𝐵 = 𝐹𝐸, 𝐴𝐵 = 𝐶𝐸 şi ∠𝐴𝐵𝐹 ≡  ∠𝐶𝐸𝐹 ⟹
(𝐿𝑈𝐿) ∆𝐴𝐹𝐵 ≡ ∆𝐶𝐹𝐸. Astfel, avem că 𝑚(∠𝐴𝐹𝐵) = 1080, iar 

𝑚(∠𝐸𝐹𝐵) = 720, rezultă că 𝑚(∠𝐸𝐹𝑇) = 360, unde {𝑇} = 𝐴𝐹 ∩

𝐶𝐸.  Prin urmare în triunghiul 𝐸𝐹𝑇, 𝑚(∠𝐸𝑇𝐹) = 1800 −
(540 + 360) = 900.  Deci 𝐸𝐶 ⊥ 𝐴𝐹. 

 

7.3.  Pe o tablă sunt scrise toate numerele naturale 1, 2, 3, … , 15. Determinaţi numărul minim de 

numere ce pot fi şterse de pe tablă, astfel încât cu numerele rămase să formăm două mulţimi 

nevide de numere care verifică simultan următoarele proprietăţi: 

a) ele nu au elemente comune; 

b) ele au acelaşi număr de elemente; 

c) produsul elementelor celor două mulţimi este acelaşi. 

Soluţie: 
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Produsul tuturor numerelor scrise iniţial pe tablă este 𝑛 = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 22 ∙ 5 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 7 ∙ 23 ∙ 32 ∙ 2 ∙

5 ∙ 11 ∙ 22 ∙ 3 ∙ 13 ∙ 2 ∙ 7 ∙ 3 ∙ 5 = 211 ∙ 36 ∙ 53 ∙ 72 ∙ 11 ∙ 13. Pentru a obţine ca produsul 

elementelor celor două mulţimi să fie acelaşi, rezultă că produsul tuturor numerelor rămase 

trebuie să fie un pătrat perfect. Astfel, trebuie să ştergem câte un factor din 𝑛 care are exponent 

impar, adică pe 2, 5, 11,13. Deoarece cardinalul celor două mulţimi formate este acelaşi, rezultă 

că pe tablă trebuie să rămâne un număr par de numere. Cum, iniţiat pe tablă avem un număr 

impar de numere, rezultă că trebuie să ştergem un număr impar de numere. Astfel, ştergem de pe 

tablă numerele 10, 11, 13. Pe tablă rămân numerele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 14, 15. Din 

numerele rămase, deducem că 5 şi 15 nu aparţin aceleaşi mulţimi, la fel cum şi numerele 7 şi 14 

nu aparţin aceleaşi mulţimi. În rezultat putem obţine mulţimile   𝑀 = {2, 3, 5, 8, 9, 14} şi 𝑁 =
{1, 4, 6, 7, 12, 15} sau   𝑀 = {1, 4, 5, 9, 12, 14} şi 𝑁 = {2, 3, 6, 7, 8, 15}. 

 

7.4.  Fie expresia 

𝐸(𝑎, 𝑏) =
3

𝑎 + 2
+

7

2𝑏 + 3
 . 

Determinaţi toate numerele naturale nenule 𝑎 şi 𝑏, pentru care valoarea expresiei 𝐸(𝑎, 𝑏) este un 

număr natural 

. 
Soluţie: 

Deoarece 0 <
3

𝑎 + 2
≤ 1 şi 0 <

7

2𝑏 + 3
< 2 ⟹ 𝐸(𝑎, 𝑏) ∈ (0; 3). Cum, 𝐸(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ ⟹ 𝐸(𝑎, 𝑏)

∈ {1,2}.   

Cazul 1:  

Fie 𝐸(𝑎, 𝑏) = 1 ⟺
3

𝑎 + 2
+

7

2𝑏 + 3
= 1 ⟹

3

𝑎 + 2
=

2𝑏 − 4

2𝑏 + 3
⟹

𝑎 + 2

3
=

2𝑏 + 3

2𝑏 − 4
⟹ 𝑎

= 1 +
21

2𝑏 − 4
. 

Deoarece 𝑎 ∈ ℕ∗ ⟹
21

2𝑏 − 4
∈ ℕ∗ − imposibil deoarece 2𝑏 − 4 este număr par iar 21 este impar. 

Cazul 2:  

Fie 𝐸(𝑎, 𝑏) = 2 ⟺
3

𝑎 + 2
+

7

2𝑏 + 3
= 2 ⟹

3

𝑎 + 2
=

4𝑏 − 1

2𝑏 + 3
⟹

𝑎 + 2

3
=

2𝑏 + 3

4𝑏 − 1
⟹ 𝑎

=
11 − 2𝑏

4𝑏 − 1
. 

Deoarece 𝑎 ∈ ℕ∗ ⟹ 11 − 2𝑏 ≥ 4𝑏 − 1 ⟹ 𝑏 ≤ 2. Cum  𝑏 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑏 ∈ {1,2}.Pentru 𝑏 = 1 ⟹

𝑎 = 3,  

iar  pentru 𝑏 = 2 ⟹ 𝑎 = 1.  

Răspuns: (𝑎, 𝑏) ∈ {(1,2); (3,1)}. 


