A 63-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOV A
Chisindu, 01 martie 2019 — 04 martie 2019

Prima zi, 2 martie 2019. Clasa a Vlll-a

Solutia problemei 8.1

8.1. Determinati toate numerele naturale de forma abcd care sunt divizibile cu 3 si satisfac simultan
conditiile: a+b+d =11, a+c+d =12,b+c+d =10.

Solutie:

1) Deoarece abcd:3deducem, ca suma tuturor cifrelor se divide cu 3: (a+b+c+d):3

2) Prin adunare membru cu membru a celor trei egalitati din enunt obtinem: 2a+2b+2c+3d =33 =

= 2(a+b+c)=33-3d = 2(a+b+c)=311-d) 1)
Din (1) avem (a+b+c):3

3) Din a+b+d =11obtinem a+b=11-d (2)
Din (1) si (2) obtinem 2(a+b)+2c=3(11-d) = 2(11-d)+2c=3(11-d)=> 2c=11-d =
=C= % (3) sideci d este cifrd impara.

Dar (a+b+c):3si (a+b+c+d):3=d:3= d «{3; 9}, deoarece d este cifra impara.
3) Fie d =3:>c=¥:4z>cz4_
Dar din ipotezd avem a+Cc+d =12 =>a+4+3=12 = a=5.

Din b+c+d =10 (din ipotezd) = b+4+3=10 = b =3 = abcd =5343
4) Fie d :9:c:¥:1:>c:1.

Dar din ipotezd avem a+C+d =12=a+9+1=12 =>a=2.

Din b+c+d =10 (din ipoteza) = b+1+9=10 = b =0 = abcd = 2019
Raspuns: abcd €{5343; 2019}.
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Solutia problemei 8.2

8.2. Demonstrati ci numirul A = 2202 4 219134 21910 _ 2508 | 9 ge divide (se imparte) la numrul

B — 21010 _ 2505 +1

Solutie:

Grupam termenii lui A: A= (22°%°+ 2%+ 1) + (2'°° - 2°% 4+ 8) sau

A — (22020 + 2 . 21010 +1_ 21010) + 8 . 21010 _8 . 2505 + 8 1

Transformam A : A= (2°9%°+2.21°%0 1121919 1 8.(2'°%° - 2°%° 1 1) . De unde rezultd, ca

A — (21010 +1)2 _ (2505)2 + 8 . (21010 _ 2505 +1) sau A — (21010 +1_ 2505) . (21010 +1+ 2505) + 8 . (21010 _ 2505 +1)
— A — (21010 _ 2505 +1) . (21010 + 2505 + 9) .

Am obtinut, cd A= B-(2'°"°+2°% +9), de unde avem: A=B-(2'°"°+2°® +9) = A:B
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Solutia problemei 8.3

8.3. Este dat triunghiul dreptunghic ABC cu m(£A) =90°. Bisectoarea unghiului ABC intersecteaza
mediatoarea laturii [AC] in punctul D, situat Tn exteriorul triunghiului 4ABC. Demonstrati ca ABDC este
dreptunghic.

Solutie: A R
Deoarece DM este mediatoarea
laturii [AC] avem AM=MC si DM L AC.
Deoarece DM L ACsi AB L AC rezulta, ca
DM || AB. Si deci si MO||AB. E
Deoarece MOJ|AB, conform teoremei M
reciproce a lui Thales (sau teoremei reciproce
despre linia mijlocie a unui triunghi) avem:
B 0 ¢
CM CO 1 _ . . . o
MA OB 1 1 = CO=0B = O — mijlocul segmentului [BC] si [DO] este mediana in ABCD.

Deoarece [BE este bisectoarea ZABC, rezulta, ca ZABE = ZOBD.

Deoarece DOJ|AB rezulta, ca ZABD = ZBDO (ca unghiuri alterne interne). Rezultd, ca ZOBD = ZBDO si
deci AOBD este isoscel cu baza [BD]. Deci OD=0B=0C.
Am obtinut, cd mediana [OD] este jumatate din ipotenuza [BC], adica ABDC este dreptunghic in D.
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Solutia problemei 8.4

8.4 Aflati toate perechile de numere reale (X, y) care satisfac egalitatea

13(x? + y?) = 4(6xy + 40x — 35y —125).

Solutie:

Transformam egalitatea din enunt:

13x% + 13y% — 24xy — 160x + 140y + 500 = 0

AX? +9x° +4y* +9y® —12xy —12xy —40x —120x + 60y +80y +100 + 400 =0
(4x% +9y? +100 —12xy — 40X + 60Y) + (9x* + 4y —12xy —120x + 80y + 400) = 0

(2x -3y —10)? + (3x—2y—20)* =0

Obtinem sistemul:
2x—-3y-10=0

{3x -2y-20=0

Raspuns: (X, y)=(8, 2).

, de unde se obtine solutia x=8 si y=2, deci unica pereche este (x, y)=(8, 2).



