A 63-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chiginau, 1 — 4 martie, 2019
CLASA IX-a, prima zi
SOLUTII

Problema 9.1. Numerele reale x, y, z satisfac conditile v —2y+2z =2 si v+y—2z = 5. Sa se afle

aceste numere astfel, incat valoarea expresiei £ = xy + yz + xz sa fie cea mai mica; sa se afle aceasta
valoare.
T —2y+z=2,
rT+y—2z2=25;
egalitate cu 2 si adunand-o cu a doua, se obtine y = x — 3. Apoi, inmultind egalitatea a doua cu 2 si
adunand-o cu prima, se obtine z = x — 4. Substituind valorile lui y si z in expresia pentru F, se afla
E = 32? — 14x + 12. Prin separarea patratului perfect se obtine

7 49 49 7\? 13
E=3(2>-2 24 ———+4)=3(z—=) ——=.
(x 395—1-9 9—1—) (:C 3> 3

Rezolvare. Din relatiile date, se pot exprima y si z prin z. Inmultind prima

13 7T .
Acum e clar, ca valoarea cea mai mica a lui £ este egala cu -3 si se obtine pentru x = 3 In
. Lo 5
continuare, se afld gi y = 3 =3
7 2 . ) - C < 13
Astfel, pentru z= 3 y:—§ si Z:_§ valoarea expresiei F este cea mai mica gi este egala cu -3

Problema 9.2. Sa se demonstreze, ca oricare numere reale a si b satisfac inegalitatea

V(a—=3)2+b+ a2+ (b—4)2 > 5.

Cand are loc egalitatea?
Rezolvare. Metoda 1. Inegalitatea din enunt se scrie astfel: \/(a —3)2 + 02 > 5—+/a? + (b —4)2.
Fie a si b doua numere reale arbitrare. Daca partea dreapta a inegalitatii este negativa, atunci
inegalitatea este adevarata. Dacéd ea este nenegativa, se ridica ambele parti la patrat:

(a—=32+0*>(5b— a2+ (b—4)? & 5\/a?+ (b—4)? > 3a — 4b + 16.
larisi, dacd partea dreaptil este negativi, inegalitatea este adevirati. In caz contrar, din nou se ridica
la patrat:
25[a? + (b —4)?] = (3a — 4b+ 16)? & 16a* + 90* + 24ab — 96a — 720+ 144 > 0 &
& 16a% + (24 — 96)a + (96> — 720+ 144) > 0 < 16a®> +8(3b—12) -a+ (30— 12)* > 0 &
& (4a)?+2-4a-(30—12)+ (30—12)2 20 & (4a+3b—12)? > 0.

Ultima inegalitate este adevarata pentru oricare numere reale a gi b. Deci este adevarata si inegalitatea
din enunt. Evident, conditia necesara, dar nu gi suficienta pentru egalitate este 4a + 3b — 12 = 0. Se
exprima b prin a: b = 4 — —a, si se substituie aceasta valoare in relatia de egalitate din enunt. Se obtine

la — 3| + |a| = 3, care inseamna a € [0, 3.

Astfel, egalitatea are loc pentru 4a + 3b = 12, unde a € [0, 3].

Metoda 2. Fie a si b doud numere reale arbitrare. In sistemul de coordonate XOY se considers
triunghiul cu varfurile A(3,0), B(0,4) si C(a,b) (Fig.1). Se calculeazi lungimile laturilor:

AB =5, AC =+/(a—3)2+b% BC = /a?+ (b—4)%
In triunghi, AC' + BC' > AB, adica \/(a — 3)2 + 02+ /a2 + (b — 4)% > 5.
Egalitatea are loc, dacd punctul C' apartine segmentului AB (Fig. 2). In acest caz, din aseménarea

3
triunghiurilor AOB gi AA,C rezulta ¢ _ 7 adicd 4a + 3b = 12 cu conditia 0 < a < 3.




A >
@) 3 x
Fig. 1 Fig. 2

Problema 9.3. In patratul ABCD punctele E si F apartin laturilor (AD) si, respectiv, (DC).
Diagonala AC' intersecteaza BE gi BF in punctele H gi, respectiv, G. Dacid m(ZEBF) = 45°, iar
EGN HF = {0}, sa se demonstreze, ca dreptele BO gi EF sunt perpendiculare.

Rezolvare. 1) Cum mZCAD = m/ZEBF = 45°,
patrulaterul ABGE (figura aldturatd) este inscriptibil.
Prin urmare, m/BGE = m/BAD = 90°.

2) Analog, cum mZFCH = m/ZEBF = 45° H
patrulaterul BCF'H de asemenea este inscriptibil. Prin
urmare, mZBHF = m/BCF = 90°. B

3) Conform conditiei, HF' N EG = {O}. Punctul O _
este ortocentrul triunghiului BEF. A treia inaltime a -0
triunghiului, cea din varful B, de asemenea trece prin g Q

O. Astfel, BO 1. EF, c.t.d.

A =B

D F C
Problema 9.4 Sa se afle toate valorile parametrului real a, pentru care toate solutiile ecuatiei
2t — 223 — 32% — dax —a® =0
sunt reale. Pentru valorile aflate, sa se rezolve ecuatia.
Rezolvare. Ecuatia se ordoneaza ca o ecuatie de gradul 2 in raport cu necuniscuta a:
a® 44z - a+ (322 +22° — ) = 0. (1)
Discriminantul ei, A = 162 — 1222 — 823 + 42* = 422 (2* — 22 + 1) = 42%(x — 1)?. Se afla solutiile a; =
—2? —x §i ag = 2* — 3z. Descompunand partea stangi, ecuatia (1) ia forma (a+2?+z)(a—2*+3x) =0
sau (22 + x + a)(2? — 3z — a) = 0. Astfel, ecuatia din enunt, este echivalenti cu totalitatea
2+ x+a=0,
22 —3x —a=0.
Toate solutiile ecuatiei (1) trebuie si fie reale, deci i solutiile fiecirei ecuatii a totalititii trebuie si

fie reale. Discriminantul primei ecuatii trebuie sa fie nenegativ: Ay =1 —4a >0 < a < -. Analog,

. 9 . .. 9 1
pentru ecuatia a doua, Ay =9+4+4a >0 & a > 1 Ecuatia are solutii reale pentru a € [_Z’ Z]
Rezolvarea fiecarei ecuatii nu prezinta vre-o dificultate.

Astfel, ecuatia are toate solutiile reale pentru a € —%, 1 ;S =
Remarca. Partea stanga a ecuatiei din enunt poate fi descompusa in factori si prin metoda coeficien-
tilor nedeterminati. Fie
ot — 223 — 32 — dax — a® = (2? + mx — a)(2* + nx + a)
cu coeficientii m si n nedeterminati inca. Dupa deschiderea parantezelor si egalarea coeficientilor pentru
aceleasi puteri ale lui z, se afla m gi n, deci si descompunerea respectiva.

1 {—1j:\/1—4a Si\/4a—|—9}
2 ’ 2 '
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Problema 9.5. Si se demonstreze, ca
1+5+11+ +n2+n—1<1
314 5 T (n+2)! 2’

oricare ar fi numdrul natural n. Cu n! (se citeste n factorial) se noteazd produsul primelor n numere
naturale nenule: n! =1-2-3- ... - n.
Rezolvare. Fie 5, suma din partea stingi a inegalititii, iar a;, termenul general al sumei. Acest
termen se descompune intr-o suma algebrica de cateva fractii mai simple:
R +k-1  (E+2)(k+1)—-2k+2)+1 1 2 1

W T (k+2)! TR G o)

A L9 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
tunct 5, = F—E‘Fg + 5—54-5 + 5—54—5 + E—a—i—g +

N 1 2 n 1 - 1 2 n 1 n 1 2 1
5! 6! 7! (n—1! n! " (n+1) nl (n+1)! (n+2)!)
Incepand cu paranteza a doua, toti termenii negativi se reduc cu suma a doi termeni asemenea, luati
din parantezele precedenta si urméatoare. In rezultat, se obtine

g1, 1 2 1 ey g L1 m+l
= = — , adicd S, = - — :
2 (n+1)! (n+1)!  (n+2) 2 (n+2)!

1 1
Din fractia 3 se scade un numar pozitiv, prin urmare, S, < 3 c.t.d.

Problema 9.6. Si se afle toate perechile (x,y) de numere naturale, care satisfac ecuatia
22— 6y + 8y? + 5y — 5=0.
Rezolvare. Ecuatia se ordoneaza ca o ecuatie de gradul 2 in raport cu necunoscuta x:
22 — 6y -+ (8y* + 5y — 5) = 0.
Discriminantul ei, A = 4y? — 20y + 20 trebuie si fie un patrat perfect. Fie 4y? — 20y + 20 = k?; pentru
k sunt suficiente valorile naturale. Urmeaza (2y —5)? — k? = 5, sau (2y —5—k)(2y —5+k) = 5. Pentru
k natural este adevirata inegalitatea 2y —5 —k <2y —5+4+ k. Cum 5=1-5 = (1) - (—5), pentru
factorii partii stangi existd doud posibilitati:
1 2y—5—k=1, 9 2y — 5 — k= -5,
| 2y —5+k=5; |l 2y—-5+k=—-1.

Primul sistem are solutia y = 4, k = 2. Punand y = 4 in ecuatia din enunt, se obtine 12—24x4143 =0,
care conduce la solutiile (11,4) si (13,4).

Din cel de-al doilea sistem se afli y = 1, k = 2. Pentru y = 1 ecuatia din enunt, ia forma 2*—6x+8=0,
din care se obtin solutiile (2,1) si (4, 1).

Astfel, ecuatia datd are multimea de solutii S = {(2,1), (4,1), (11,4), (13,4)}.

Remarcad. Existd si alte metode de rezolvare. De exemplu, ecuatia din enunt se scrie sub forma
(x — 3y)? = y* — by + 5 si se aratd, ci (y — 3)? < (z — 3y)? < (y — 2)? pentru y > 4. Pentru valorile
ramase, y = 0, 1,2, 3,4, se afla solutiile ecuatiei.

Problema 9.7. Fie a si b doua drepte paralele. Cercul ) este tangent la dreapta a in punctul A
si intersecteaza dreapta b in punctele distincte B gi C. Punctul T este situat pe dreapta a. Dreptele
BT si C'T intersecteaza din nou cercul ) in punctele M si, respectiv, N. Sa se arate, ca dreapta M N
injumatateste segmentul [AT).



Rezolvare. 1) Fie P punctul de intersectie al dreptelor
a si MN (figura alituratd) si fie m(ZTBC) = «. Cum a A P T
a || b, rezulta m(LATB) = a.

2) Patrulaterul M BCN este inscris in cerc, deci a+ M
+m(LMNC) = 180°. Dar si m(LMNC)+m(£LPNT) = 0
= 180°, deci m(£ZPNT) = a.

3) Triunghiurile PT'M si PNT au unghiul P comun i N
m(LPTM) =m(£LPNT) = «a, deci sunt asemenea.

PT PM
4) Prin urmare, — = —— & PT? = PM - PN.
PT b

5) Din punctul P sunt trasate la cercul € tangenta PA B C
si secanta PN; rezultds PM - PN = AP2 \/
Din ultimele dou# egalititi rezultsd PT? = AP?, adici

PT = AP. Astfel, P este mijlocul segmentului AT, c.t.d.

Problema 9.8. Din multimea {1,2,3, ..., n} se aleg 9 numere, distincte doud cate doud, care se
scriu in celulele unui tabel 3 x 3 astfel, incat produsele numerelor din fiecare linie, coloana si din
diagonale sa fie egale. Sa se determine cea mai mica valoare a lui n, pentru care un asemenea tabel
exista.

Rezolvare. Fie k produsul mentionat in enunt, iar x numarul din celula centrala a tabelului.
Numarul z figureza in 4 produse — in linia a 2, in coloana 2 si in ambele diagonale. Produsul
tuturor numerelor din linia 2, coloana 2 si din ambele diagonale este k*. In acest produs numéirul
x participd de 4 ori, iar toate celelalte cite o datd. Prin urmare, k* = k323, adicd k = 2. Consideram

primul dintre cele doud tabele alaturate cu notatiile evidente. Egaland ald]e 127118
cu 2® fiecare produs, care contine z, se afla dlxle 9161 2
ah = c¢f = de = bg = 2°. (1) flaglh 2136 3

Cum numarul z? poate fi scris ca un produs de doud numere distincte in 4 moduri, cea mai mica
valoare posibild pentru z poate fi 6 (6> =36=1-36=2-18=3-12=4-9). In acest caz, muljimea
numerelor din tabel ar fi {1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18, 36}. Pentru n = 36 un asemenea tabel exista, de
exemplu, cel de-al doilea dintre tabelele alaturate.

Vom arita, cd pentru n < 36 un asemenea tabel nu exista. Fie n < 35 gi fie p un divizor prim
a lui z. Produsul tuturor numerelor din tabel este k% = 2%, deci numarul 35! trebuie si se divida
cu p°. Insi 35! nu se divide cu 5, cu atat mai mult produsul numerelor din tabel nu se divide cu 5. Prin
urmare, x nu se divide nici cu un numér prim p > 5. Astfel, numarul x poate avea doar divizorii primi
2 si 3. Dar atunci toate numerele din tabel vor fi de forma 2™ - 3" gi nu pot fi mai mari ca 32. Rezulta
cd in tabel vor nimeri 9 numere din multimea

A={1,2,3,4,6,8,9,12,16, 18,24, 27,32}

Din egalitatea (1) rezultd ca x poate fi prezentat in cel putin 4 moduri ca produs de doi factori, unul
mai mare ca x gi altul mai mic ca z. Prin urmare, 6 < z < 16. Vom arata, ca nici unul dintre numerele
x € [6, 16], nu are 4 reprezentiri. Avem:

1) 16%=8-32;2) 12?=6-24 = 8-18 = 9-16;3) 9> = 3-27; 4) 8% = 4.16 = 2-32;5) 6° = 2-18 = 3-12 = 4.9.
Astfel, n = 36.



