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Soluții 

12.1. a) Calculați: 

∫ (
1

𝑥
− arcsin

1

𝑥
) 𝑑𝑥

2

1

 

b) Comparați numerele: 
𝜋

6
 și ln

2+√3

2
. 

Soluţie: 

a)  

𝐼 = ∫ (
1

𝑥
− arcsin

1

𝑥
) 𝑑𝑥

2

1

= ln 𝑥|1
2 − 𝑥 arcsin

1

𝑥
|

1

2

+ ∫ 𝑥 ∙
1

√1 −
1

𝑥2

2

1

∙ (−
1

𝑥2
) 𝑑𝑥 = 

ln 2 +
𝜋

6
− ∫

1

√𝑥2 − 1

2

1

𝑑𝑥 = ln 2 +
𝜋

6
− ln (𝑥 + √𝑥2 − 1)|

1

2

=
𝜋

6
 − ln

2 + √3

2
 . 

Pentru 𝑥 ∈ [1; 2], arcsin
1

𝑥
 >

1

𝑥
 , ceea ce implică  𝐼 = ∫ (

1

𝑥
− arcsin

1

𝑥
) 𝑑𝑥

2

1
< 0. Utilizând 

valoarea integralei 𝐼, obținută în punctul a) obținem 

𝜋

6
< ln

2 + √3

2
. 

12.2.  Fie matricea 𝐴 = (
−𝑎

1

1−𝑎

𝑎3 − 1 1 + 𝑎
), unde 𝑎 ∈ ℝ ∖ {1}. Determinați 𝐴2021 − 𝐴2020. 

Soluţie: 

Observăm că 

𝐴2 = (−𝑎 − 1
1

1 − 𝑎
𝑎3 − 1 𝑎

) , 𝐴3 = (
−1 0
0 −1

) = −𝐼2. 

Atunci  𝐴2020 = (𝐴3)673 ∙ 𝐴 = −𝐴,  𝐴2021 = (𝐴3)673 ∙ 𝐴2 = −𝐴2.  

Obținem 𝐴2021 − 𝐴2020 = −𝐴2 + 𝐴 = 𝐼2. 

12.3. Triunghiul ascuțitunghic isoscel 𝐴𝐵𝐶, 𝑚(∠𝐵)= 𝑚(∠𝐶) = 𝛼, este baza prismei 

𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1. Muchia laterală 𝐴1𝐴 este perpendiculară muchiei 𝐴𝐶, iar 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐵) = 𝛽 < 90°. 

Determinați aria laterală a prismei, dacă 𝐴1𝐴 = 𝐵𝐶 = 𝑎. 

Soluţie: 

Ținând cont de faptul că 𝐴1𝐴𝐶𝐶1 este dreptunghi, 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 =
𝑎

2 cos 𝛼
, obținem 𝒜𝐴1𝐴𝐶𝐶1

=
𝑎2

2 cos 𝛼
. 

𝒜𝐴1𝐴𝐵𝐵1
=

𝑎2

2 cos 𝛼
sin 𝛽. 

Considerăm dreapta 𝑑 ∥ 𝐴𝐵, 𝐶 ∈ 𝑑. Fie 𝐾 ∈ (𝐴𝐵𝐶), (𝐶1𝐾) ⊥ (𝐴𝐵𝐶).  Fie 𝑇 ∈ 𝑑, (𝐾𝑇) ⊥ 𝑑.  
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Atunci 𝑚(∠𝐶1𝐶𝑇) = 𝛽 și 𝐶𝑇 = 𝑎 cos 𝛽. 

(𝐾𝐶) ⊥ (𝐴𝐶) ⇒ 𝑚(∠𝐾𝐶𝑇) = 2𝛼 − 90° 

și 𝑚(∠𝐾𝐶𝐵) = 90° − 𝛼.  

Atunci 𝐾𝐶 =
𝐶𝑇

sin(2𝛼)
=

𝑎 cos 𝛽

sin(2𝛼)
  și 

𝐶1𝐾2 = 𝐶1𝐶2 − 𝐾𝐶2 = 𝑎2 −
𝑎2cos2𝛽

sin2(2𝛼)
. 

 

Fie 𝑀 ∈ 𝐵𝐶, (𝐾𝑀) ⊥ (𝐵𝐶).  Atunci 

𝐾𝑀 = 𝐾𝐶 sin(90° − 𝛼) =
𝑎 cos 𝛽

sin(2𝛼)
cos 𝛼. 

𝐶1𝑀2 = 𝐶1𝐾2 + 𝐾𝑀2

= 𝑎2 (1 −
cos2𝛽

sin2(2𝛼)

+
cos2 𝛽

sin2(2𝛼)
cos2 𝛼) = 

= 𝑎2 (1 −
cos2𝛽

4cos2 𝛼
) = 𝑎2

4 cos2 𝛼 − cos2𝛽

4cos2 𝛼
. 

Atunci  𝒜𝐵𝐶𝐶1𝐵1
= 𝐵𝐶 ∙ 𝐶1𝑀 =

𝑎2√4 cos2 𝛼−cos2𝛽

2 cos 𝛼
. 

Obținem 

𝒜𝑙𝑎𝑡. =
𝑎2

2 cos 𝛼
(1 + sin 𝛽 + √4 cos2 𝛼 − cos2𝛽). 

12.4.  Fie 𝐼𝑛 = ∫
[𝑥]

𝑥2+1
𝑑𝑥

𝑛

1
, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. Calculați: lim

𝑛→∞
 

𝐼𝑛

ln 𝑛
 .  

Soluţie: 

Conform lemei Stolz-Cesàro obținem 

lim
𝑛→∞

 
𝐼𝑛

ln 𝑛
= lim

𝑛→∞
 

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛

ln(𝑛 + 1) − ln 𝑛
. 

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = ∫
[𝑥]

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

𝑛+1

𝑛

= 𝑛 ∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 1

𝑛+1

𝑛

= 

= 𝑛(arctg (𝑛 + 1) − arctg 𝑛) = 

= 𝑛 ∙ arctg 
(𝑛 + 1) − 𝑛

1 + (𝑛 + 1)𝑛
= 𝑛 ∙ arctg

1

𝑛2 + 𝑛 + 1
 . 

Atunci 

lim
𝑛→∞

 
𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛

ln (1 +
1
𝑛)

= lim
𝑛→∞

 
𝑛 ∙ arctg

1
𝑛2 + 𝑛 + 1

ln (1 +
1
𝑛)

= lim
𝑛→∞

 
𝑛 ∙

1
𝑛2 + 𝑛 + 1

1
𝑛

= 1. 
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