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Olimpiada Republicană la Matematică  

Ziua a doua, 1 martie 2020,  Clasa a XII–a  

Barem de evaluare  

12.5.  Fie funcția continuă 𝑓: (1; +∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑥

√(𝑥−1)3(𝑥+1)54 . Determinați primitivele  

𝐹: (1; +∞) → ℝ ale funcției 𝑓.  

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1.  
∫

𝑥𝑑𝑥

√(𝑥 − 1)3(𝑥 + 1)54
= ∫

𝑥𝑑𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)√𝑥 + 1
𝑥 − 1

4

= 
1 punct 

2. 2 

=

|

| 𝑡 = √
𝑥 + 1

𝑥 − 1

4

𝑥 =
2

𝑡4 − 1
+ 1

𝑑𝑥 = −
8𝑡3

(𝑡4 − 1)2
𝑑𝑡

|

|

= 

2 puncte 

3.  

= ∫

2
𝑡4 − 1

+ 1

2
𝑡4 − 1

∙
2𝑡4

𝑡4 − 1
∙ 𝑡

∙
−8𝑡3

(𝑡4 − 1)2
𝑑𝑡 = −2 ∫

1

𝑡2
(

2

𝑡4 − 1
+ 1) 𝑑𝑡 = 

1 punct 

4.  
= −2 ∫ (

1

𝑡2
∙

2

𝑡4 − 1
+

1

𝑡2
) 𝑑𝑡 =

2

𝑡
− 2 ∫

1

𝑡2
(

1

𝑡2 − 1
−

1

𝑡2 + 1
) 𝑑𝑡 = 

1 punct 

5.  
=

2

𝑡
− 2 ∫

1

𝑡2
∙

1

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 + 2 ∫

1

𝑡2
∙

1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 = 

=
2

𝑡
− 2 ∫ (

1

𝑡2 − 1
−

1

𝑡2
) 𝑑𝑡 + 2 ∫ (

1

𝑡2
−

1

𝑡2 + 1
) 𝑑𝑡 = 

1 punct 

6.  
= ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) − 2arctg 𝑡 −

2

𝑡
+ 𝐶 = 

= ln (
√𝑥 + 1 
4

+ √𝑥 − 1 
4

√𝑥 + 1 
4

− √𝑥 − 1 
4 ) − 2arctg √

𝑥 + 1

𝑥 − 1

4

− 2√
𝑥 − 1

𝑥 + 1

4

+ 𝐶 

1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

12.6.  Fie paralelipipedul 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1, în care 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐷) = 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐵) = 𝑚(∠𝐷𝐴𝐵) = 60°, iar 

𝐶1𝐴1 = √7 cm, 𝐶1𝐵 = √13 cm, 𝐶1𝐷 = √19 cm. Determinați distanța de la punctul 𝐴 la planul 𝐴1𝐵𝐷. 
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  Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1. Aplicarea teoremei cosinusurilor și obținerea sistemului  

{
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐷 = 7

𝐴𝐷2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐷 ∙ 𝐴1𝐴 = 13 

𝐴𝐵2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴1𝐴 = 19

 

1 punct 

2. Rezolvarea sistemului  

{
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐷 = 7

𝐴𝐷2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐷 ∙ 𝐴1𝐴 = 13 

𝐴𝐵2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴1𝐴 = 19

 

și obținerea 𝐴𝐷 = 1 cm, 𝐴𝐵 = 2 cm, 𝐴1𝐴 = 3 cm. 

2 puncte 

3. 
Obținerea 𝒱𝐴1𝐴𝐵𝐷 =

1

3
𝐴∆𝐴𝐵𝐷 ∙ 𝐴1𝑂 =

√2

2
 (cm3), unde 𝑂 este proiecția punctului 𝐴1 

pe planul 𝐴𝐵𝐷  

2 puncte 

4. 
Obținerea 𝒱𝐴1𝐴𝐵𝐷 =

1

3
𝐴∆𝐴1𝐵𝐷 ∙ 𝐴𝐾 =

5√3

12
∙ 𝐴𝐾, unde 𝐾 este proiecția punctului 𝐴 pe 

planul 𝐴1𝐵𝐷 

1 punct 

5. 
Obținerea 𝐴𝐾 =

2√6

5
 cm 

1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

12.7.  Fie numerele complexe 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, astfel încât |𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 1  și  𝑧1𝑧2𝑧3 ≠ −1. 
Arătați că  

𝑤 =
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3

1 + 𝑧1𝑧2𝑧3
 

este un număr real.  

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1. |𝑧𝑖| = 1 ⇒ 𝑧𝑖𝑧�̅� = 1, 𝑖 = 1,2,3 1 punct 

2. Obținerea 

�̅� = (
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3

1 + 𝑧1𝑧2𝑧3
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑧1̅ + 𝑧2̅ + 𝑧3̅ + 𝑧1̅𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧3̅ + 𝑧2̅𝑧3̅

1 + 𝑧�̅�𝑧2̅𝑧3̅
= 

2 puncte 

3. 
=

𝑧1𝑧2𝑧3(𝑧1̅ + 𝑧2̅ + 𝑧3̅ + 𝑧1̅𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧3̅ + 𝑧2̅𝑧3̅)

𝑧1𝑧2𝑧3(1 + 𝑧�̅�𝑧2̅𝑧3̅)
= 

2 puncte 

4. 
=

𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧2̅𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧2̅𝑧3 + 𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧2𝑧2̅𝑧3𝑧3̅

𝑧1𝑧�̅�𝑧2𝑧2̅𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧2𝑧3
= 𝑤 

1 punct 

5. 𝑤 = �̅� ⇒ 𝑤 ∈  ℝ  1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă: Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 
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12.8.  Determinați toate funcțiile continue 𝑓: [
1

𝑒2 ; 𝑒2] → ℝ, pentru care  

∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓2(𝑒𝑥)𝑑𝑥

2

−2

2

−2

=
1

2
 .  

Etape ale rezolvării cu barem de evaluare 

Pasul Etape ale rezolvării Punctaj 

acordat 

1. 

 ∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥

2

−2

= |

𝑥 = −𝑡 
𝑑𝑥 = −𝑑𝑡

𝑥 = −2 ⇒ 𝑡 = 2
𝑥 = 2 ⇒ 𝑡 = −2

 | = ∫
1

√1 + 𝑒−𝑡
𝑓(𝑒𝑡)𝑑𝑡

2

−2

  

1 punct 

2. 

∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥

2

−2

− ∫ 𝑓2(𝑒𝑥)𝑑𝑥

2

−2

=
1

2
⇔ 

⇔ ∫ (𝑓2(𝑒𝑥) −
1

√1 + 𝑒−𝑥
𝑓(𝑒𝑥)) 𝑑𝑥

2

−2

+
1

2
= 0 ⇔ 

1 punct 

3. 

⇔ ∫ (𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
)

2

𝑑𝑥

2

−2

+
1

2
−

1

4
∫

𝑑𝑥

1 + 𝑒−𝑥

2

−2

= 0         (1) 

2 puncte 

4. 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑒−𝑥

2

−2

= ∫
𝑑(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1

2

−2

= ln(𝑒𝑥 + 1)|−2
2 = ln(𝑒2 + 1) = ln(𝑒−2 + 1) = 2 

1 punct 

5. Menționarea că pentru orice funcție continuă nenegativă ℎ: [𝑎; 𝑏] → ℝ, 

∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0 ⇔ ℎ(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] și obținerea că  

(1) ⇔  ∫ (𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
)

2

𝑑𝑥

2

−2

= 0 ⇔ 

⇔ 𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
= 0, ∀𝑥 ∈ [−2; 2] 

1 punct 

6. Obținerea 

𝑓(𝑡) =
1

2
∙ √

𝑡

1 + 𝑡
, ∀𝑡 ∈ [

1

𝑒2
; 𝑒2] 

1 punct 

 Punctaj total  7 puncte 

Remarcă 1. Oricare altă rezolvare corectă se apreciază cu 7 puncte. 

Remarcă 2. Obținerea funcției f  fără menționarea echivalenței relațiilor sau fără verificarea  

funcției obținute  se apreciază cu cel mult  6 puncte. 

 

 


