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Республиканская Олимпиада по Математике 

Второй день, 1 марта 2020 года, XII-й класс 

Схема оценивания 

12.5.  Дана непрерывная функция 𝑓: (1; +∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑥

√(𝑥−1)3(𝑥+1)54 .  Найдите 

первообразные  𝐹: (1; +∞) → ℝ  функции  𝑓.  

Этапы решения со схемой распределения баллов  

Шаг Этапы решения Количество 

баллов 

1.  
∫

𝑥𝑑𝑥

√(𝑥 − 1)3(𝑥 + 1)54
= ∫

𝑥𝑑𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)√𝑥 + 1
𝑥 − 1

4

= 
1 балл 

2. 2 

=

|

| 𝑡 = √
𝑥 + 1

𝑥 − 1

4

𝑥 =
2

𝑡4 − 1
+ 1

𝑑𝑥 = −
8𝑡3

(𝑡4 − 1)2
𝑑𝑡

|

|

= 

2 балла 

3.  

= ∫

2
𝑡4 − 1

+ 1

2
𝑡4 − 1

∙
2𝑡4

𝑡4 − 1
∙ 𝑡

∙
−8𝑡3

(𝑡4 − 1)2
𝑑𝑡 = −2 ∫

1

𝑡2
(

2

𝑡4 − 1
+ 1) 𝑑𝑡 = 

1 балл 

4.  
= −2 ∫ (

1

𝑡2
∙

2

𝑡4 − 1
+

1

𝑡2
) 𝑑𝑡 =

2

𝑡
− 2 ∫

1

𝑡2
(

1

𝑡2 − 1
−

1

𝑡2 + 1
) 𝑑𝑡 = 

1 балл 

5.  
=

2

𝑡
− 2 ∫

1

𝑡2
∙

1

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 + 2 ∫

1

𝑡2
∙

1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 = 

=
2

𝑡
− 2 ∫ (

1

𝑡2 − 1
−

1

𝑡2
) 𝑑𝑡 + 2 ∫ (

1

𝑡2
−

1

𝑡2 + 1
) 𝑑𝑡 = 

1 балл 

6.  
= ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) − 2arctg 𝑡 −

2

𝑡
+ 𝐶 = 

= ln (
√𝑥 + 1 
4

+ √𝑥 − 1 
4

√𝑥 + 1 
4

− √𝑥 − 1 
4 ) − 2arctg √

𝑥 + 1

𝑥 − 1

4

− 2√
𝑥 − 1

𝑥 + 1

4

+ 𝐶 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание: Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 

 

12.6.  Дан параллелепипед  𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1,  в котором 

 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐷) = 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐵) = 𝑚(∠𝐷𝐴𝐵) = 60°,  и 𝐶1𝐴1 = √7 см, 𝐶1𝐵 = √13 см, 𝐶1𝐷 = √19 см. 

Найдите расстояние от точки 𝐴 до плоскости 𝐴1𝐵𝐷. 



2 
 

Этапы решения со схемой распределения баллов 

Шаг Этапы решения Количество 

баллов 

1. Применение теоремы косинусов и получение системы   

{
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐷 = 7

𝐴𝐷2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐷 ∙ 𝐴1𝐴 = 13 

𝐴𝐵2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴1𝐴 = 19

 

1 балл 

2. Решение системы  

{
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐷 = 7

𝐴𝐷2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐷 ∙ 𝐴1𝐴 = 13 

𝐴𝐵2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴1𝐴 = 19

 

и получение 𝐴𝐷 = 1 см, 𝐴𝐵 = 2 см, 𝐴1𝐴 = 3 см. 

2 балла 

3. 
Получение 𝒱𝐴1𝐴𝐵𝐷 =

1

3
𝐴∆𝐴𝐵𝐷 ∙ 𝐴1𝑂 =

√2

2
 (см3), где 𝑂 есть проекция точки 𝐴1 

на плоскости 𝐴𝐵𝐷  

2 балла 

4. 
Получение 𝒱𝐴1𝐴𝐵𝐷 =

1

3
𝐴∆𝐴1𝐵𝐷 ∙ 𝐴𝐾 =

5√3

12
∙ 𝐴𝐾, где 𝐾 есть проекция точки 𝐴 

на плоскость 𝐴1𝐵𝐷 

1 балл 

5. 
Получение 𝐴𝐾 =

2√6

5
 см 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание: Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 

 

12.7.  Даны комплексные числа  𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 такие, что |𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 1 и  𝑧1𝑧2𝑧3 ≠ −1. 
Покажите, что  

𝑤 =
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3

1 + 𝑧1𝑧2𝑧3
 

есть действительное число.  

Этапы решения со схемой распределения баллов  

Шаг Этапы решения Количество 

баллов 

1. |𝑧𝑖| = 1 ⇒ 𝑧𝑖𝑧�̅� = 1, 𝑖 = 1,2,3 1 балл 

2. Получение 

�̅� = (
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3

1 + 𝑧1𝑧2𝑧3
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑧1̅ + 𝑧2̅ + 𝑧3̅ + 𝑧1̅𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧3̅ + 𝑧2̅𝑧3̅

1 + 𝑧�̅�𝑧2̅𝑧3̅
 

2 балла 

3. 
=

𝑧1𝑧2𝑧3(𝑧1̅ + 𝑧2̅ + 𝑧3̅ + 𝑧1̅𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧3̅ + 𝑧2̅𝑧3̅)

𝑧1𝑧2𝑧3(1 + 𝑧�̅�𝑧2̅𝑧3̅)
= 

2 балла  

4. 
=

𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧2̅𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧2̅𝑧3 + 𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧2𝑧2̅𝑧3𝑧3̅

𝑧1𝑧�̅�𝑧2𝑧2̅𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧2𝑧3
= 𝑤 

1 балл 
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5. 𝑤 = �̅� ⇒ 𝑤 ∈  ℝ  1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание: Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 

12.8.  Найдите все непрерывные функции 𝑓: [
1

𝑒2
; 𝑒2] → ℝ, при которых 

∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓2(𝑒𝑥)𝑑𝑥

2

−2

2

−2

=
1

2
 .  

Этапы решения со схемой распределения баллов  
Шаг Этапы решения Количество 

баллов 

1. 

 ∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥

2

−2

= |

𝑥 = −𝑡 
𝑑𝑥 = −𝑑𝑡

𝑥 = −2 ⇒ 𝑡 = 2
𝑥 = 2 ⇒ 𝑡 = −2

 | = ∫
1

√1 + 𝑒−𝑡
𝑓(𝑒𝑡)𝑑𝑡

2

−2

  

1 балл 

2. 

∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥

2

−2

=
1

2
+ ∫ 𝑓2(𝑒𝑥)𝑑𝑥

2

−2

⇔ 

⇔ ∫ (𝑓2(𝑒𝑥) −
1

√1 + 𝑒−𝑥
𝑓(𝑒𝑥)) 𝑑𝑥

2

−2

+
1

2
= 0 ⇔ 

1 балл 

3. 

⇔ ∫ (𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
)

2

𝑑𝑥

2

−2

+
1

2
−

1

4
∫

𝑑𝑥

1 + 𝑒−𝑥

2

−2

= 0         (1) 

2 балла 

4. 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑒−𝑥

2

−2

= ∫
𝑑(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1

2

−2

= ln(𝑒𝑥 + 1)|−2
2 = ln(𝑒2 + 1) = ln(𝑒−2 + 1) = 2 

1 балл 

5. Упоминание, что для любой непрерывной неотрицательной функции  

ℎ: [𝑎; 𝑏] → ℝ, ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0 ⇔ ℎ(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] и получение, что 

(1) ⇔  ∫ (𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
)

2

𝑑𝑥

2

−2

= 0 ⇔ 

⇔ 𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
= 0, ∀𝑥 ∈ [−2; 2] 

1 балл 

6. Получение 

𝑓(𝑡) =
1

2
∙ √

𝑡

1 + 𝑡
, ∀𝑡 ∈ [

1

𝑒2
; 𝑒2] 

1 балл 

 Общее количество баллов 7 баллов 

Примечание 1. Любое другое правильное решение оценивается в 7 баллов. 

Примечание 2. Получение функции  f  без упоминания эквивалентности отношений или 

без проверки полученной функции оценивается максимум  в  6 баллов.   


