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Olimpiada Republicană la Matematică  

Ziua a doua, 1 martie 2020,  Clasa a XII–a  

Soluții 

12.5.  Fie funcția continuă 𝑓: (1; +∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑥

√(𝑥−1)3(𝑥+1)54 .  Determinați primitivele  

𝐹: (1; +∞) → ℝ ale funcției 𝑓.  
Soluţie: 

∫
𝑥𝑑𝑥

√(𝑥 − 1)3(𝑥 + 1)54
= ∫

𝑥𝑑𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)√𝑥 + 1
𝑥 − 1

4

=

|

| 𝑡 = √
𝑥 + 1

𝑥 − 1

4

𝑥 =
2

𝑡4 − 1
+ 1

𝑑𝑥 = −
8𝑡3

(𝑡4 − 1)2
𝑑𝑡

|

|

= 

= ∫

2
𝑡4 − 1

+ 1

2
𝑡4 − 1

∙
2𝑡4

𝑡4 − 1
∙ 𝑡

∙
−8𝑡3

(𝑡4 − 1)2
𝑑𝑡 = −2 ∫

1

𝑡2
(

2

𝑡4 − 1
+ 1) 𝑑𝑡 = 

= −2 ∫ (
1

𝑡2
∙

2

𝑡4 − 1
+

1

𝑡2
) 𝑑𝑡 =

2

𝑡
− 2 ∫

1

𝑡2
(

1

𝑡2 − 1
−

1

𝑡2 + 1
) 𝑑𝑡 = 

=
2

𝑡
− 2 ∫

1

𝑡2
∙

1

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 + 2 ∫

1

𝑡2
∙

1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 = 

=
2

𝑡
− 2 ∫ (

1

𝑡2 − 1
−

1

𝑡2
) 𝑑𝑡 + 2 ∫ (

1

𝑡2
−

1

𝑡2 + 1
) 𝑑𝑡 = ln (

𝑡 + 1

𝑡 − 1
) − 2arctg 𝑡 −

2

𝑡
+ 𝐶 = 

= ln (
√𝑥 + 1 
4

+ √𝑥 − 1 
4

√𝑥 + 1 
4

− √𝑥 − 1 
4 ) − 2arctg √

𝑥 + 1

𝑥 − 1

4

− 2√
𝑥 − 1

𝑥 + 1

4

+ 𝐶. 

12.6.  Fie paralelipipedul 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1, în care 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐷) = 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐵) = 𝑚(∠𝐷𝐴𝐵) = 60°, 

iar 𝐶1𝐴1 = √7 cm, 𝐶1𝐵 = √13 cm, 𝐶1𝐷 = √19 cm. Determinați distanța de la punctul 𝐴 la planul 

𝐴1𝐵𝐷. 

Soluţie:  

Aplicând teorema cosinusurilor, obținem sistemul  

{
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐷 = 7

𝐴𝐷2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐷 ∙ 𝐴1𝐴 = 13 

𝐴𝐵2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴1𝐴 = 19

. 

Rezolvând sistemul  
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{
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐷 = 7

𝐴𝐷2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐷 ∙ 𝐴1𝐴 = 13 

𝐴𝐵2 + 𝐴1𝐴2 + 𝐴𝐵 ∙ 𝐴1𝐴 = 19,

 

obținem 𝐴𝐷 = 1 cm, 𝐴𝐵 = 2 cm, 𝐴1𝐴 = 3 cm. 

 

Fie 𝑂 - proiecția punctului 𝐴1 pe planul 𝐴𝐵𝐷, iar  𝑂𝑃 ⊥ 𝐴𝐵, 𝑃 ∈ (𝐴𝐵).  

Întrucât 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐷) = 𝑚(∠𝐴1𝐴𝐵) = 𝑚(∠𝐷𝐴𝐵) = 60°, obținem că 𝑚(∠𝑂𝐴𝑃) = 30°. 

Atunci 𝐴𝑃 =
3

2
 cm, 𝐴𝑂 = √3 cm, 𝐴1𝑂 = √6 cm. 

Atunci 𝒱𝐴1𝐴𝐵𝐷 =
1

3
𝐴∆𝐴𝐵𝐷 ∙ 𝐴1𝑂 =

√2

2
 (cm3). 

Aplicăm teorema cosinusurilor și obținem 𝐴1𝐷 = 𝐴1𝐵 = √7 (cm), 𝐵𝐷 = √3 (cm).  

Atunci 𝒱𝐴1𝐴𝐵𝐷 =
1

3
𝐴∆𝐴1𝐵𝐷 ∙ 𝐴𝐾 =

5√3

12
∙ 𝐴𝐾, unde 𝐾 este proiecția punctului 𝐴 pe planul 𝐴1𝐵𝐷. 

Obținem 𝐴𝐾 =
2√6

5
 cm. 

12.7.  Fie numerele complexe 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, astfel încât |𝑧1| = |𝑧2| = |𝑧3| = 1  și  𝑧1𝑧2𝑧3 ≠ −1. 
Arătați că  

𝑤 =
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3

1 + 𝑧1𝑧2𝑧3
 

este un număr real.  
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Soluţie: 

Observăm că  
|𝑧𝑖| = 1 ⇒ 𝑧𝑖𝑧�̅� = 1, 𝑖 = 1,2,3. 

Atunci  

�̅� = (
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 + 𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝑧3 + 𝑧2𝑧3

1 + 𝑧1𝑧2𝑧3
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑧1̅ + 𝑧2̅ + 𝑧3̅ + 𝑧1̅𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧3̅ + 𝑧2̅𝑧3̅

1 + 𝑧�̅�𝑧2̅𝑧3̅
= 

=
𝑧1𝑧2𝑧3(𝑧1̅ + 𝑧2̅ + 𝑧3̅ + 𝑧1̅𝑧2̅ + 𝑧1̅𝑧3̅ + 𝑧2̅𝑧3̅)

𝑧1𝑧2𝑧3(1 + 𝑧�̅�𝑧2̅𝑧3̅)
= 

=
𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧2̅𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧2̅𝑧3 + 𝑧1𝑧1̅𝑧2𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧2𝑧2̅𝑧3𝑧3̅

𝑧1𝑧�̅�𝑧2𝑧2̅𝑧3𝑧3̅ + 𝑧1𝑧2𝑧3
= 𝑤. 

Am obținut astfel 𝑤 = �̅�, ceea ce implică 𝑤 ∈  ℝ. 
 

12.8.  Determinați funcțiile continue 𝑓: [
1

𝑒2 ; 𝑒2] → ℝ, pentru care  

∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓2(𝑒𝑥)𝑑𝑥

2

−2

2

−2

=
1

2
 .  

Soluţie: 

Obținem 

∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥

2

−2

= |

𝑥 = −𝑡 
𝑑𝑥 = −𝑑𝑡

𝑥 = −2 ⇒ 𝑡 = 2
𝑥 = 2 ⇒ 𝑡 = −2

 | = ∫
1

√1 + 𝑒−𝑡
𝑓(𝑒𝑡)𝑑𝑡

2

−2

. 

Atunci  

∫
1

√1 + 𝑒𝑥
𝑓(𝑒−𝑥)𝑑𝑥

2

−2

− ∫ 𝑓2(𝑒𝑥)𝑑𝑥

2

−2

=
1

2
⇔ 

⇔ ∫ (𝑓2(𝑒𝑥) −
1

√1 + 𝑒−𝑥
𝑓(𝑒𝑥)) 𝑑𝑥

2

−2

+
1

2
= 0 ⇔ 

⇔ ∫ (𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
)

2

𝑑𝑥

2

−2

+
1

2
−

1

4
∫

𝑑𝑥

1 + 𝑒−𝑥

2

−2

= 0         (1) 

Calculăm  

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑒−𝑥

2

−2

= ∫
𝑑(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1

2

−2

= ln(𝑒𝑥 + 1)|−2
2 = ln(𝑒2 + 1) − ln(𝑒−2 + 1) = 2 

și obținem  

(1) ⇔  ∫ (𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1 + 𝑒−𝑥
)

2

𝑑𝑥

2

−2

= 0. 

Ținând cont  de faptul că funcția ℎ(𝑥) = (𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1+𝑒−𝑥
)

2

 este continuă și nenegativă 

pe [−2; 2], obținem că ultima egalitate este echivalentă cu 𝑓(𝑒𝑥) −
1

2
∙

1

√1+𝑒−𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ [−2; 2]. 

Se cunoașțe că  ℎ(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] implică ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0.  
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Pentru a demonstra veridicitatea implicației inverse (adică ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0,  ℎ: [𝑎; 𝑏] → ℝ, 

ℎ - continuă pe [𝑎; 𝑏], ℎ(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]  implică ℎ(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]) vom presupune 

contrariul. Presupunem că ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0,  ℎ: [𝑎; 𝑏] → ℝ, ℎ - continuă pe [𝑎; 𝑏], ℎ(𝑥) ≥ 0, 

∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] dar există 𝑥0  ∈ [𝑎; 𝑏], pentru care ℎ(𝑥0) ≠ 0. Din continuitatea funcției ℎ rezultă 

existența intervalului  [𝑥0 − 𝜀; 𝑥0 + 𝜀] ⊂ [𝑎; 𝑏],  𝜀 > 0, astfel încât ℎ(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ [𝑥0 − 𝜀; 𝑥0 + 𝜀]. 

Aceasta implică ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥 >

𝑥0−𝜀

𝑥0−𝜀
0, ceea ce contrazice presupunerea ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 0. 

 

Astfel obținem 𝑓(𝑒𝑥) =
1

2
∙

1

√1+𝑒−𝑥
= 0, ∀𝑥 ∈ [−2; 2], ceea ce implică  

𝑓(𝑡) =
1

2
∙ √

𝑡

1 + 𝑡
, ∀𝑡 ∈ [

1

𝑒2
; 𝑒2]. 


