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8.1.  Alina scrie un număr natural A de trei cifre. Apoi ea calculează suma cifrelor şi produsul cifrelor 

numărului A, şi adună aceste două numere. Poate Alina să obţină ca rezultat numărul iniţial A? Argumentați 

răspunsul. 

8.2.  Rezolvați în mulțimea numerelor reale ecuația:  (𝑥2 − 𝑥 − 1)2 − 𝑥3 = 5. 

8.3.  În triunghiul ascuțitunghic  𝐴𝐵𝐶  sunt duse bisectoarele  𝐴𝐴1 și 𝐶𝐶1. Demonstrați, că dacă lungimile 

perpendicularelor, construite din punctul  𝐵  la dreptele  𝐴𝐴1  și  𝐶𝐶1  sunt egale, atunci triunghiul  𝐴𝐵𝐶  este 

isoscel. 

8.4.  Demonstrați, că pentru orice numere reale pozitive 𝑎, 𝑏  și  𝑐  este adevărată inegalitatea 
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𝑏2

(𝑏+𝑐)(𝑏+𝑎) 
 + 
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(𝑐+𝑎)(𝑐+𝑏) 
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4
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_______________________________________________________________________________________ 

Soluții 

8.1. Presupunem, că Alina poate să obţină ca rezultat numărul iniţial A și acest număr este egal cu 𝑁, 𝑁 =

𝑎𝑏𝑐̅̅ ̅̅ ̅ = 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐. Atunci 𝑎𝑏𝑐̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑐    ⇔    𝑎(100 − 𝑏𝑐 − 1) + 𝑏(10 − 1) = 0    ⇔    

𝑎(99 − 𝑏𝑐) + 9𝑏 = 0.  

   Dar  𝑏𝑐 ≤ 9 ∙ 9 = 81    ⇒    99 − 𝑏𝑐 > 0    ⇒    𝑎(99 − 𝑏𝑐) + 9𝑏 > 0. Deci, Alina nu poate să obţină ca 

rezultat numărul iniţial A. 

8.2.  (𝑥2 − 𝑥 − 1)2 − 𝑥3 = 5    ⇔    (𝑥2 − 𝑥 − 1)2 − 4 − 𝑥3 − 1 = 0    ⇔  

 (𝑥2 − 𝑥 − 3)(𝑥2 − 𝑥 + 1) − (𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1) = 0    ⇔    (𝑥2 − 𝑥 + 1)(𝑥2 − 2𝑥 − 4) = 0    ⇔ 

[ 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0
𝑥2 − 2𝑥 − 4 = 0

   ⇔    𝑥2 − 2𝑥 − 4 = 0    ⇔    [
𝑥 = 1 − √5

𝑥 = 1 + √5
 . Ecuația 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0  n-are soluții 

deoarece discriminantul ei este negativ. 

   Răspuns: 𝑆 = {1 − √5, 1 + √5}. 

8.3.  Prelungim perpendicularele 𝐵𝑀 și 𝐵𝐾  până la intersecția cu dreapta 

𝐴𝐶. În triunghiurile  𝐵𝐶𝐸  și  𝐵𝐴𝐷, bisectoarele  𝐶𝑀  și  𝐴𝐾  sunt înălțimi. 

Deci triunghiurile  𝐵𝐶𝐸  și  𝐵𝐴𝐷  sunt isoscele. În continuare, avem  𝐵𝐶 =

𝐶𝐸, 𝐵𝐴 = 𝐴𝐷 și  𝐵𝐸 = 2𝐵𝑀 = 2𝐵𝐾 = 𝐵𝐷  rezultă că triunghiul  𝐵𝐸𝐷 

este isoscel  și ∠𝐵𝐸𝐷 ≡ ∠𝐵𝐷𝐸. Conform criteriului ULU, triunghiurile 

𝐶𝐸𝐵  și  𝐴𝐷𝐵  sunt congruente. Obținem că, 𝐵𝐴 = 𝐵𝐶  și triunghiul  

𝐴𝐵𝐶  este isoscel. Demonstraţia nu depinde de poziţiile punctelor M şi 

K  faţă de triunghiul ABC.  

8.4.  Aducem membrul stâng al inegalității din enuț la numitor comun 
 



𝑎2(𝑏+𝑐)+𝑏2(𝑐+𝑎)+𝑐2(𝑎+𝑏)

(𝑎+𝑏)(𝑏+𝑐)(𝑐+𝑎)
 = 

𝑎2𝑏+𝑏2𝑎+𝑏2𝑐+𝑐2𝑏+𝑐2𝑎+𝑎2𝑐

2𝑎𝑏𝑐+𝑎2𝑏+𝑏2𝑎+𝑏2𝑐+𝑐2𝑏+𝑐2𝑎+𝑎2𝑐
 . Deoarece 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0, inegalitatea  

inițială este echivalentă cu inegalitatea 

 4(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑎 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑏 + 𝑐2𝑎 + 𝑎2𝑐) ≥ 3(2𝑎𝑏𝑐 + 𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑎 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑏 + 𝑐2𝑎 + 𝑎2𝑐)  sau   

𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑎 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑏 + 𝑐2𝑎 + 𝑎2𝑐 − 6𝑎𝑏𝑐 ≥ 0. 

   Ultima inegalitate poate fi scrisă în forma 

 (𝑎2𝑏 + 𝑐2𝑏 − 2𝑎𝑏𝑐) + (𝑏2𝑎 + 𝑐2𝑎 − 2𝑎𝑏𝑐) + (𝑏2𝑐 + 𝑎2𝑐 − 2𝑎𝑏𝑐) ≥ 0   ⇔    

𝑏(𝑎 − 𝑐)2 + 𝑎(𝑏 − 𝑐)2 + 𝑐(𝑏 − 𝑎)2 ≥ 0 -  inegalitate adevărată, deoarece toți termenii sunt nenegativi. 


