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Enunţuri şi soluţii – Prima zi

11.1. Demonstraţi că pentru orice x > 0 are loc inegalitatea: ex > 1 + x2.

Soluţie. Pentru x = 0 partea stângă şi cea dreaptă ale inegalităţii sunt egale. E suficient să arătăm
că derivata expresiei din stânga este mai mare decât derivata expresiei din dreapta, adică ex > 2x

pentru orice x ≥ 0.
Considerăm funcţia f : [0,+∞) → R, f(x) = ex − 2x. Pentru a găsi minimul funcţiei f vom căuta

punctele critice: f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex − 2 = 0 ⇐⇒ x = ln 2. Deoarece f ′′(x) = ex > 0, rezultă că f are
un punct extrem, şi anume un punct de minim ı̂n x = ln 2. Ca urmare,

f(x) ≥ f(2) = eln 2 − 2 ln 2 = 2− 2 ln 2 = 2(1− ln 2) = 2(ln e− ln 2) > 0 (∀x ≥ 0).

Rezultă că ex > 1 + x2 pentru orice x > 0.

11.2. Fie M mijlocul unui arc de cerc
⌢

AB, iar P un punct arbitrar pe acest arc.
Demonstraţi următoarea relaţie pentru lungimile segmentelor: PA · PB + PM2 = AM2.
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Soluţie. Fie α = ∡PAB şi β = ∡PBA. Din simetrie, putem presupune că α ≥ β. Deoarece M

este mijlocul arcului
⌢

AB, triunghiul MAB este isoscel şi ∡AMB = ∡APB = 180◦ − α − β, deci
∡MAB = ∡MBA = 1

2
(α + β). Fie R raza cercului circumscris △PAB. Folosind succesiv teorema

sinusului, avem:

PA = 2R sin β, PB = 2R sinα, PM = 2R sin∡MAP = 2R sin
α− β

2
, AM = 2R sin

α + β
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Relaţia de demonstrat devine sinα · sin β + sin2 α− β
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= sinα sin β, q.e.d.



11.3. a) Arătaţi că, dacă numărul zecimal a = 0, a1a2a3 . . . an . . . este un număr raţional, atunci există
limita finită

lim
n→+∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

b) Este adevărată afirmaţia reciprocă?

Soluţie. a) Fie a = 0, a1a2a3 . . . an . . . un număr raţional. Atunci scrierea numărului a conţine un
bloc de cfre a1a2 . . . ak , care nu se repetă şi care poate fi nul, după care apare un bloc din p cifre
ak+1ak+2 . . . ak+p , care se repetă periodic. Astfel, scriera numărului a are forma

a = 0, a1a2 . . . ak ak+1ak+2 . . . ak+p ak+1ak+2 . . . ak+p ak+1ak+2 . . . ak+p . . . ,

Notăm Si = a1 + a2 + · · ·+ ai, i ≥ 1, iar d = ak+1 + ak+2 + . . .+ ak+p.
Atunci pentru orice n > k avem

Sn = Sk + ak+1 + · · · an = Sk +md+ rn,

unde m = [n−k
p
] (numărul de blocuri de p cifre care se conţin ı̂n poziţiile de la k + 1 până la n, aici [·]

reprezintă partea ı̂ntreagă a numărului), iar rn este suma cifrelor din ultimul (posibil nul) bloc rămas
incomplet. Astfel 0 ≤ rn < d.
Folosim relaţiile
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]
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Prin urmare,
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Partea stângă şi partea dreaptă au aceeaşi limită egală cu d
p
, când n → +∞.

Prin urmare, există limita finită cerută limn→+∞
a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

b) Afirmaţia reciprocă, ı̂n caz general, nu este adevărată. Considerăm numărul a = 0, a1a2a3 . . . an . . .

cu

an =

{
1 dacă n = 2k

0 dacă n ̸= 2k

adică a = 0, 1101000100000001 . . .. Pe de altă parte, S2k = k + 1.
Pentru 2k−1 < n ≤ 2k avem

0 ≤ Sn

n
≤ S2k

2k−1
=

k + 1

2k−1
,

de unde rezultă că există limita limn→+∞
a1 + a2 + · · ·+ an

n
= 0. Dar acest număr a este iraţional,

deoarece scrierea sa nu este periodică.



11.4. Determinaţi toate funcţiile continue f : [0,+∞) → R cu proprietatea:
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Înlocuind x 7→ x
2k

, pentru k = 0, 1, ..., n ı̂n relaţia din enunţ, şi sumând cele n + 1 relaţii, obţinem
după simplificări
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Din continuitatea funcţiei f ı̂n x = 0 rezultă limn→∞ f( x

2n
) = f(0). Astfel, trecând relaţia de mai sus

la limită (pentru n → ∞), obţinem
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Substituind acum x 7→ x
2k

, pentru k = 0, 1, ..., n ı̂n relaţia (1) şi sumând cele n+ 1 relaţii, obţinem

f(x)− f(
x

2n+1
) =

√
x

1− 1√
2

(
1 +

1√
2
+

1

(
√
2)2

+ ...+
1

(
√
2)n

)
Ca mai sus, trecem ultima relaţie la limită (pentru n → ∞) şi obţinem

f(x)− f(0) =

√
x
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2
)2
.

Prin urmare, funcţia f satisface

f(x) = f(0) +

√
x
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2
)2
, pentru orice x > 0.

Reciproc, se verifică imediat că pentru orice c ∈ R, funcţia f(x) = c +
√
x

(1− 1√
2
)2

satisface relaţia din
enunţ.


