A 69-A OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
28 februarie — 2 martie 2026, Clasa a XI-a
Enunturi si solutii — Prima zi

11.1. Demonstrati c& pentru orice x > 0 are loc inegalitatea: e® > 1 + 22

Solutie. Pentru x = 0 partea stanga si cea dreapta ale inegalitatii sunt egale. E suficient si aratam
ca derivata expresiei din stanga este mai mare decat derivata expresiei din dreapta, adica e* > 2x
pentru orice x > 0.

Consideram functia f : [0,+00) — R, f(x) = e” — 2x. Pentru a gasi minimul functiei f vom cauta
punctele critice: f'(z) =0 <= € —2 =0 <= x = In2. Deoarece f"(x) =" > 0, rezultd ca f are
un punct extrem, gi anume un punct de minim in z = In 2. Ca urmare,

fx)> f(2)=e"?—2In2=2—-2In2=2(1 -1n2) =2(Ine—In2) >0 (Vz >0).

Rezulta ca e* > 1 + 22 pentru orice > 0. O

11.2. Fie M mijlocul unui arc de cerc AB, iar P un punct arbitrar pe acest arc.
Demonstrati urmatoarea relatie pentru lungimile segmentelor:  PA - PB + PM? = AM?.

M
P

A a B B

Solutie. Fie a« = APAB si f = £PBA. Din simetrie, putem presupune ca « > (. Deoarece M
este mijlocul arcului AB, triunghiul M AB este isoscel si {AMB = £LAPB = 180° — a — (3, deci
AMAB = {MBA = {(a + 8). Fie R raza cercului circumscris APAB. Folosind succesiv teorema

sinusului, avem:

a—f a+ B

PA=2Rsin, PB=2Rsina, PM =2Rsin{MAP = 2Rsin 5 AM = 2Rsin

Relatia de demonstrat devine sina - sin 3 4 sin® QT—B = sin? OKQLﬁ (*). Avem
siHQM—SiHQM— sina+6+sina_ﬁ sina—i_ﬂ—sina_ﬁ
2 2 2 2 2 2
a+ a—f a+ a—f a+ a—p a+ a—f
= 2sin —2 5 Z_cos —2 5 2_.2sin 2 5 2 cos —2 5 2
= QSingcosé . 28i1r1—cosg = QSimgcosg . 2sinécosé =sinasinf3, q.e.d.
2 2 2 2 2 2 2 2



11.3. a) Aritati cd, dacd numarul zecimal a = 0, ajagas . . . ay, . . . este un numar rational, atunci exista

limita finita
. artay+---+a,
lim .

n—-+4o0o n

b) Este adevarata afirmatia reciproca?

Solutie. a) Fie a = 0,a1a2a3...a, ... un numar rational. Atunci scrierea numéarului @ contine un

bloc de cfre [ajas ... ax|, care nu se repeta si care poate fi nul, dupa care apare un bloc din p cifre
‘akHaHg T ‘, care se repeta periodic. Astfel, scriera numarului a are forma

a= O,\ aas . .. Qg | Ay 1Ak42 - - - Qotp | A1 k42 - - - Qg I Qpi1Qfis - - akﬂ,‘. .

Notam S; = a1 +as + -+ a;, @ > 1,1ar d = apy1 + Qpyo + ...+ Qpgp.
Atunci pentru orice n > k avem

Sn:Sk+ak+1+---an:Sk—|—md+rn,

unde m = ["p%k] (numarul de blocuri de p cifre care se contin in pozitiile de la k 4+ 1 pana la n, aici |
reprezinta partea intreaga a numarului), iar r,, este suma cifrelor din ultimul (posibil nul) bloc ramas
incomplet. Astfel 0 < r, < d.

Folosim relatiile

n—=k n—=k
m = S m<<———<m+1 <=
p p p

Prin urmare,

+o— -

S, d kd d S, S, d kd d
n o p pn n

Partea stanga si partea dreapta au aceeasi limita egala cu %, cand n — +o0.
ay+ag+---+a,

n
b) Afirmatia reciproci, in caz general, nu este adevarata. Consideram numéarul @ = 0, ajaza3 ... ay, ...

1 daci n=2*F
ap =
0 daca n#2F

adica a = 0,1101000100000001 . . .. Pe de alta parte, Sor = k + 1.
Pentru 28! < n < 2% avem

Prin urmare, exista limita finita ceruta lim,,

cu

VS S T e

CL1+CL2+"'—|—CLn

de unde rezulta ca exista limita lim, = 0. Dar acest numar a este irational,
n

deoarece scrierea sa nu este periodica. O



11.4. Determinati toate functiile continue f : [0, +00) — R cu proprietatea:
T T ‘
flz)+ f (Z) —2f <§> = /7, pentru orice z > 0.

Inlocuind z o5, pentru k£ = 0,1,...,n in relatia din enunt, si sumand cele n + 1 relatii, obtinem
dupa simplificari
x

2

@) = 1)+ i) ~ i) =V (14 st bt )

V2 (vV2)? (vV2)"
Din continuitatea functiei f in x = 0 rezulta lim, . f(57) = f(0). Astfel, trecand relatia de mai sus
la limita (pentru n — oo), obtinem

= \/El,VxZO. (1)
-7

f@) = F(G) +F0) = £0) = V- Y ng)k

Substituind acum x + 3, pentru k = 0,1,...,n in relatia (1) si sumand cele n + 1 relatii, obinem

IR 11 1
f(x) f(2n+l)_1_\/%(1+\/§+(\/§)2+...+—(\/§)n)

Ca mai sus, trecem ultima relatie la limita (pentru n — 0o) i obtinem

VT

flz) = f(0) =

(i-%F
Prin urmare, functia f satisface
f(z) = f(0) + Lﬁlfl27 pentru orice x > 0.
(1-=)
Reciproc, se verifica imediat cd pentru orice ¢ € R, functia f(z) = ¢+ % satisface relatia din
V3

enunt.



