A 69-A OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
28 februarie — 2 martie 2026, Clasa a XI-a
Enunturi si solutii — A doua zi

11.5. Determinati toate numerele reale z(, astfel incit tangenta la graficul functiei f : R — R,
f(z) = 23 — 2%, dusi in punctul cu abscisa x(, intersecteaza acest grafic in cel putin inca un punct.

Solutie. Fie xy un numar real arbitrar. Functia data f este derivabila si ecuatia tangentei la graficul
functiei y = f(x) in punctul (zo, f(xg)) este

y = flzo) + fl(wo)(x — 30) = y=ap — 22+ (323 — 230) (2 — 20).

Punctele de intersectie a tangentei cu graficul functiei y = f(r) = 23 — 2% se gisesc din ecuatia

2 —2? =2 — 1l + (332 — 2m0) (v — 79) =

(z° —2d) — (2% — 1) — (3x] — 2x0)(z — 70) =0 <=

(x — 20)(2® + 230 + 22 — 7 — 39 — 322+ 220 =0 =
(x — o) (2 +2(20 — 1) — 225 + 1) =0 (1)

Din prima paranteza obtinem punctul de intersectie cu x = z¢, deja cunoscut.

Trinomul piatrat din a doua paranteza are discriminantul A = (3z9 —1)? > 0. Prin urmare, pentru
o # % acest trinom, dar si ecuatiile (1) au cel putin doud solutii, care conduc la cel putin doua puncte
de intersectie.

Pentru xy = % trinomul patrat si ecuatiile (1) au o solutie unicd = = xq.

Astfel, doar pentru xy = % tangenta respectiva intersecteaza graficul functiei f intr-un singur
punct, si acesta are abscisa r = xg.

Raspuns: Pentru orice punct xq # %, si doar pentru ele, tangenta respectiva intersecteaza graficul

functiei f in cel putin doua puncte. O

11.6. a) Fie o functie continud f : [0,4+00) — [0,+00). Aratati cd dacd existd limita
lim, o f(f(2)) = +00, atunci exista si limita lim,_, ., f(z) = +oc.
b) Este adevarata aceeasi afirmatie pentru orice functie continud f : (0, +00) — (0, +00)?

Solutie. Se stie ca pentru functia g : [0, +00) — [0, +00):

1) lim, 1 g(z) = 400, daci gi numai daca pentru orice M > 0 exista ¢ > 0, astfel incat pentru
orice z > t avem f(z) > M;

2) lim, 4o g(x) = 400, dacd gi numai dacad pentru orice gir (2, )nen cu lim,, 1o z, = +00 avem
lim, o0 g(2,) = +00.

a) Presupunem ca lim,_,, , f(z) # +00, in particular, poate aceasta limita nici nu exista.

Atunci exista M > 0, astfel incat pentru orice n € N exista x,, > n astfel incat 0 < f(z,) < M.
Mentiondm ca pentru girul (z,),en avem lim,, o 2, = +00 si, ca urmare, lim,, o, f(f(x,)) = +o0.

Pe de alta parte, functia continua f este marginita pe segmentul [0, M]. Deci, sirul (f(f(zn)))nen
trebuie sa fie marginit, contradictie.

Prin urmare, exista lim, . f(z) = +o0.



b) In caz general, afirmatia nu este adevirata pentru functii continue f : (0, +00) — (0, 4+00).
Ca exemplu putem lua functia f : (0, 4+00) — (0,400), f(z) = 1. Atunci, f(f(z)) =z (Vz > 0),
lim, ., f(f(z)) = 400, dar lim, . f(z) = limx_>+00% =0. O

11.7. In patrulaterul convex ABCD, bisectoarele unghiurilor ascutite ZA si ZD se intersecteaza in
punctul de mijloc al laturii BC'. Demonstrati ca BC =2V AB - CD.
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Solutie. Deoarece unghiurile A si D sunt ascutite, semidreptele (AB si (DC' se intersecteaza intr-un
punct P. Fie I mijlocul laturii [BC|]. Din enunt rezulta cd I este punctul de intersectie a bisectoarelor
triunghiului APD. Prin urmare, P este bisectoare gi mediana in triunghiul BPC'. Atunci ABPC
este isoscel si PI 1 BC. Atunci

ABIA = LAIP —90° = 180° — %KPAB — %AAPD —90° = %APDA = «£CDI (1)

In mod similar se arata ca LCID = {BAI  (2).
Din (1) si (2) rezultd asemanarea triunghiurilor ABI gi IC'D. Prin urmare,

AB 1 1
AB _IC . Ap.cD=BI-IC=1pc? — BC =2V AB-CD.
BI CD 4
m
11.8. Toate numerele 1,2, ...,100 sunt scrise intr-un mod arbitrar in celulele unui tabel de dimensiuni

10 x 10 (cate un numadr in fiecare celuld). Se stie ca in fiecare rand numerele sunt plasate in ordine
descrescétoare (de la stanga la dreapta).

Demonstrati ca exista un rand, astfel incat suma tuturor numerelor din acest rand este mai mica decéat
suma tuturor numerelor din coloana a treia (de la stanga).

Solutie. Fie x1 > x9 > ... > w19 numerele din coloana 3 a tabelului. Deoarece cel mult 20 de numere
din tabel pot fi mai mari decat x; (numerele din primele doud coloane), rezulta ca x; > 80. Similar,
cel mult 28 de numere pot fi mai mari decit zo (cele din primele doud coloane, sau cele din acelasi
rand cu ), de unde obtinem cd x5 > 72. Prin urmare, suma numerelor din coloana 3 este

T+ 2o+ ...+ 210 2 80+ 72 + (.Tlo + 7) + ([L’lo + 6) + ...+ X9 = 8.T10 + 180. (1)
Pe de alta parte, suma numerelor din randul lui z;9 este cel mult
100 + 99 + 210 + (210 — 1) + ... + (w10 — 8) = 8wy + 171,

care, conform (1), este mai micd decat suma numerelor din coloana 3. O



