A 69-A OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
A doua zi, 1 martie 2026, Clasa a X-a
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10.5. Aratati ca pentru orice numere reale x,y €(—2,2), are loc inegalitatea

Solutie. Deoarece X,y €(—2,2), urmeaza 4—xy >0.
Fiinded x<2 §i 2+Yy >0, obtinem X(2+Yy)<2(2+y), adica 2(x—y)<4-xy (1).
Fiinded y <2 si 2+ x>0, obtinem y(2+Xx)<2(2+x), adicd 2(y—-x)<4-xy (2).
Din (1), (2) si 4—xy >0, avem

\2(x—y)\<4—xyc>2|x—y|<4—xyc>zix_—_lel|<1<:>@‘:—y 1
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10.6. Rezolvati in numere naturale ecuatia (X — y)3 —-xy=113- 3xy(x - y) .
Solutie. Ecuatia din enunt poate fi adusa la forma
x*—y® =xy+113.

Deoarece x,y e N, atunci xy +113> 0, si deci x> y. Prinurmare, x=y+a, ae N". Tnlocuind
in ecuatie, obtinem

(y+a)3 -y’ =(y+a)y+113< y’*+3y’a+3ya’+a’ -y’ =y’ +ay +113 <

& (3a-1)y*+(3a° —a)y+a® =113.

Toti trei termeni din partea stanga sunt numere pozitive, deoarece a>1 si y >0. Prin urmare,
fiecare termen nu depaseste 113, deci si a® <113, insa aeN", de unde ae{1,2,3,4}.

Pentru a=1, avem ecuatia 2y’ +2y-112=0< y’+y-56=0< ye{-8,7},dar ye N, deci
y =7 sirespectiv X =8.

Pentru a =2, avem ecuatia 5y* +10y-105=0< y* +2y-21=0<> y ¢ N , deoarece A =88.

Pentru a=3, avem ecuatia 8y’ +24y—-86=0<> 4y’ +12y-43=0<y¢ N, deoarece
A=832.

Pentru a=4, avem ecuatia 11y° +44y—49=0< y ¢ N, deoarece A =4092.

Deci, unica solutie in numere naturale X=8, y=7.

Rispuns: Xx=8, y=7.



10.7. Tn triunghiul ABC obtuzunghic in B, mediana AM , M e (BC), formeaza unghi de 45° cu latura
BC si unghi de 15° cu latura AC. Determinati m(£BAM ).

Solutie. In AAMC avem m(ZMAC) =15 si A
m( £ BMA) = 45°— unghi exterior AAMC, deci m(£MCA)=30".

Pe latura AC luam un punct N, astfel incat MN = MC (este
posibil, deoarece AC > BC). Atunci ACMN este isoscel cu

m(ZMNC)=m(£MCN)=30", de unde m(~ZCMN )=120°

si m(£AMN)=180" —45' -120° =15", 8 M
Fiinded m(ZMAN)=15"=m(Z£AMN ), avem ~AMN isoscel, de

unde AN = MN .
Tn ABMN , avem BM = MN , adici ABMN este isoscel, si fiindca m(LBMN)=45° +15° =60°,

urmeaza cd ABMN este echilateral, de unde BN = BM = MN .

Deci AN =BN, ceea ce finseamnd ci AANB este isoscel, dar m(ZBNC)=
=m(£BNM )+m(£MNC)=60"+30"=90", urmeaza ci sANB este dreptunghic isoscel, de unde
m(£ABN)=m(£BAN)=45". Prin urmare, m(£BAM ) =m(£BAC)-m(£MAC) =45 -15 =30".

Rispuns: m(£BAM )=30".



10.8. Determinati toate tripletele de numere reale (x,y,z), care pentru orice numar real t =0 satisfac
X 1 1
relatia (x'[2 + yt+z)(t—2+tl+ zj = 7(t2 +t_2]_8(t+fj+51'

Solutie. Relatia din enunt poate fi scrisa in forma
xz(t2 +t£2j+(xy+ yz)(t+%j+(x2 +y? +zz)=7(t2 +t£2]_8(t+%j+51'
< A . 1 , 1 . .
Facand notatia t+¥ =u, |u| >2,t +t_2 =Uu“ -2, obtinem relatia

xzu® +(xy + yz)u +(x2 +y +27% - 2xz) =7u” -8u+37 (*).
Relatia (*) reprezinta egalitatea a doua polinoame de gradul 2 in u, valorile carora coincid pentru
o infinitate de valori ale u e (—o0;—2]U[2;+ ). Aceasta este adevarat, daca si numai dacd polinoamele

sunt identice, adica

Xz =1 —xy-yz+2x=15 | X2=7 Xz =7
Xy+yz=-8 Sixy+yzrx=-1 &{(x—y+z) =8l {x—y+z=49,
Xy +z -2 =37 X4y +27 =8l |(xpy+z)i=d9 (Xty+z=2T

Ultimul sistem este echivalent cu totalitatea urmatoarelor patru sisteme:

Xz=7 Xz=7
1) {x-y+z=9< x+z:8<:>(x,y,z)e{(1,—1,7),(7,—1,1)};
X+y+z=7 y=-1

Xz="17 Xz="17
2) ix—y+z=-9x+z=-1(X,y,2)ed;
X+y+z=7 y=8

Xz=17 Xz=17
3) i x-y+z=9 ox+z=1<(xy,2)ed;
X+y+z=-7 y=-8

Xz=7 Xz=1
4) 1x-y+z=-9c x+2=-8<(xYy,2)e{(-11-7),(-7.1-1)}.
X+y+z=-7 y=1

Deci (x,y,2)e{(L-17),(7,-11),(-11,-7),(-7.1-1)}.
Aceastd rezolvare asigurd echivalenta transformarilor facute, astfel nu este necesar de facut
verificarea.

Rispuns: (x,y,2)e{(1,-17),(7,-11),(-11-7),(-7.1,-1)}.



