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7.1. Simplificati fractia si rationalizati numitorul expresiei

5+ /24
V10 + V14 + V15 + V21

Solutie. Retineti ca
5+ v =3+2v6+2= (V) +2(vE) (v2) + (va) = (VB+va) .
V10 + V14 + V15 + V21 = V2(V5 + VT7) + V3(V5 + VT) = (V3 + V2)(VT + V5).

Fractia noastra poate fi scrisa ca

VE4VE 1 iR
(VB+va) (Vi+vh) Vitvs 2

7.2. Fie n un numar natural. Desenam n cercuri de raze 1,2,...,n
cu centrul comun. Desenul reprezinta un cerc mic si cateva inele.
Vopsim figura, incepand cu inelul exterior, pe care il coloram in
negru, urmatorul inel il coloram in alb, urmatorul in culoare neagra
si asa mai departe, pana la cercul mic, alternand cele doua culori.

(a) Procedura a fost efectuatd pentru n = 5. Se obtine desenul aldturat. Gésiti aria totala
a suprafetei vopsite in negru.

(b) Aceeasi procedura a fost efectuatda pentru n = 999. Gasiti aria totala a suprafetei

vopsite in negru.

Solutie. (a) Aria unui cerc este 7R? unde R este raza cercului. Aria inelului negru
exterior este egala cu diferenta dintre aria unui cerc cu raza 5 minus aria unui cerc cu
raza 4: m-5% — 7 -4% = 97, Aria inelului negru interior este egala cu diferenta dintre aria
unui cerc cu raza 3 minus aria unui cerc cu raza 2: 7 - 32 — 7 - 22 = 57. Aria cercului mic
interior este 7-1? = 7. Aria totald, care a fost hasurata cu negru, este 97 + 57 +m = 157.

(b) Similar cu (a), suprafata totala umbritd cu negru este
A=m-999" — 7998 + - 997" — 7 - 996>+ 73" —7- 22+ 717
= - [(999 — 998)(999 + 998) + (997 — 996)(997 + 996) + - - + (3 + 2)(3 — 2) + 1]

1
:7r-(999+998+-~-+2+1):7r-§-999-100024995007r,

deoarece suma dubla a numerelor de la 1 la 999 este egala cu:

(14999) + (24 998) + - - - 4+ (998 + 2) 4 (999 + 1) = 1000 - 999.



7.3. Fiind date cinci numere intregi pozitive distincte, calculam, pentru fiecare pereche,
produsul acestor numere. Obtinem 10 produse si scriem doar ultima cifra (cifra unitatilor)
a fiecarui produs obtinut.

(a) Gasiti un exemplu de cinci numere pentru care, la sfarsitul acestei operatii, se obtin
8 cifre diferite din cele 10 cifre posibile.

(b) Explicati de ce nu este posibil si gasim un exemplu de cinci numere pentru care, la
sfarsitul acestei operatii, sa se obtina 9 cifre diferite din cele 10 posibile.

Solutie. (a) Pot exista mai multe exemple.
Primul exemplu: 1,2,3,5,7, produsele perechi sunt: 2,3,5,7,6, 10,14, 15,21, 35, printre
care exista 8 cifre diferite: 0,1,2,3,4,5,6,7.
Al doilea exemplu: 1,2,3,7,9, produsele perechi sunt: 2,3,7,9,6, 14, 18, 21, 27, 63, printre
care exista 8 cifre diferite: 1,2,3,4,6,7,8,09.

(b) S& presupunem ca existd un exemplu de cinci numere care, la sfarsitul acestei
operatii, produc 9 cifre diferite dintr-un numar posibil de 10. Atunci unul dintre produsele
a doud numere date se va termina in 5 sau 0. Aceasta inseamna ca unul dintre numerele
date trebuie sa fie divizibil cu 5. Acest numaér apare in patru produse cu alte numere si
acestea produsele se termina in 5 sau 0. Raman alte sase produse de perechi de numere.
Prin urmare, avem maximum 8 cifre diferite in locul unitatilor, o contradictie.

7.4. Tandala are 100 de animale: rate, vaci si iepuri, pe care vrea sa le aranjeze dea lungul
unui cerc. Pentru a se simti in siguranta, fiecare rata trebuie sa stea fie langa cel putin
o vaca, fie intre doi iepuri. Daca Tandala are 60 de rate, care este cel mai mic numar de
vaci necesar pentru a indeplini aceasta conditie? Explicati raspunsul.

Solutie. Putem aranja 21 de vaci, 19 iepuri si 60 de rate pentru a rezolva problema. Sa
notam U ca un iepure, V' ca o vaca si e ca o rata si sa le aranjam dupa cum urmeaza:

SUQU.....U.U.JyQQVOQV..,,,..V..V..‘/;

TV TV
19 iepuri, 20 de rate 21 de vaci, 40 de rate

In total, Tandala are 40 de vaci si iepuri. Cu cat Téandala are mai multe vaci, cu atat
ii este mai usor sa finalizeze sarcina, deoarece orice iepure din cerc poate fi inlocuit cu
o vaca, iar situatia ratelor nu se va inrautati. Pentru a demonstra ca 21 de vaci sunt
minimul necesar, vom demonstra ca 20 de vaci sunt insuficiente pentru Tandala.

Observam ca nu mai mult de 40 de rate pot fi langa cele 20 de vaci, iar acestea se vor simti
in siguranta daca la dreapta si la stanga fiecarei vaci va fi plasate cite o rata. Celelalte
20 de rate, cel putin, trebuie protejate de cei 20 de iepuri ramasi. Doar o rata poate
fi plasata in siguranta intre doi iepuri. Sa asigura siguranta pentru 20 de rate, folosind
doar cu 20 de iepuri, Tandala trebuie sa aseze iepurii si ratele alternativ pe tot parcursul
cercului, ceea ce este imposibil.
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7.1. Yupocrtute apobb U paIMOHAIN3UPYHTE 3HAMEHATE/Ib BhIPaYKeHUs

5+ /24
V10 + V14 + V15 + V21

Pentenune. 3amerum, 4To

54 v21=3+2v6 2= (v3) +2(v3) (v2) + (va) = (VB +va)
V10 + V14 + V15 + V21 = V2(V5 + VT7) + V3(V5 +VT) = (V3 +V2)(VT + V5).

Hamry j1pobb MOXKHO 3ammcaTh Kak

VR R S
(V3+V3) (Vi+v5) vi+vs 2

7.2. Ilycts mano HarypaJibHOe unciio n. Hapucyem oKpyzKHOCTH

C IIEHTPOM B OJIHOU TOYKe M pajmycamu 1,2, ..., n. llokpacum

BHEIITHee KOJILIIO B YEPHBIH I[BET, CJIe/IyIoliee B OesIbIil 1BeT,

CJIeTyToIee B YepHBIN 1IBET W TaK Jlajiee, IMOIepeMEHHO MeHss JBa IIBETA.

(a) BaaHHYI0 MOC/Ie/I0BaTeIbHOCTD JAeficTBuil caenann g n = 5. Haiigure obrmryro
IJIOMA/Ih, KOTOpas Oblia 3aKpallleHa B YepHBIN 1BeT (MoKa3aHyto Ha pHcyHKe).

(6) 3aJaHHyO TOCIEI0BATEILHOCTD JeiicTBuil cuestam g n = 999. Haiigure obiryio
ILJIOIIA/Ib, KOTOpasl ObLIa 3aKpallleHa B YepHBIi IBET.

Pemenue. (a) Iliomaas kpyra pasna wR%, rae R paaumyc okpyzkHocTu. ILiomab
BHEIITHET'0 YePHOr'0 KOJIbIla PaBHA PA3HUIIE ILIOMA/IM KPyra pajuyca b MUHYC IO
Kkpyra pajgmyca 4: - 5% — 7w - 4% = 9. Ilnomab BHYTPEHHETO YEePHOTO KOJILIA PaBHA
pasHUIle IJIOMAA KPyTa pajyca 3 MIHYC IJIOMAIN Kpyra pamayca 2: m-32 —m-22 = 5.
[Lioma b BHyTPeHHEro MaJeHbKoro Kpyra pasna m - 12 = . O6miaa moma/ib, KoTopast
Oblj1a 3aKpallleHa B YepHbI 11BeT paBHa 91 + Hm + m = 157.

(6) Anasiormuno (a), obrasi oM b 3aKpallleHHasi B Y€PHBIl [[BeT paBHA
A=7-999" — 7998 + 7 -997* — 1 - 996> + - -+ + 73" —7w- 2> + 717
— 7[(999 — 998)(999 + 998) + (997 — 996)(997 + 996) + - - + (3 + 2)(3 — 2) + 1]

1
:7T(999+998+"'+2+1):7T-§'999-1000=4995007T,

IIOTOMY 9TO JIB€ CyMMBI ducea oT 1 10 999 paBHBI:

(1 +999) + (2 4 998) + - - - + (998 + 2) + (999 + 1) = 1000 - 999.



7.3. Ecaum maHbl 0ATh HEIBIX PA3JIMIHBIX TOJOXKUTEIBHBIX YUCEN, JJisd JII000H mapbl
BBIYHUC/IUM ITpou3sBejieHne 3tux yuces. [omydaem 10 npo3seiennit u Jiisd KazKJI0T0 IIPOU3-
BEJIEHNUST 3aIUIIEM TOJIBKO MOCJIEIHION udpy (paspsiji e/ [iHHIII).

(a) Haiiznre nmpuMep U3 IsATH YUCEIT J1J1st KOTOPBIX, B KOHIIE TAKON OMEPAITiH, TT0JIYYar0TCs
8 pas3auYHbIX UG U3 BO3MOKHBIX 10.

(6) ObbsicHuTe, MOYEMy HeJIb3s HANTH HpUMEp U3 ISITH YUCENT I KOTOPBIX, B KOHIIE
TaKOH omnepaiuu, moJydaroTcsd 9 pasjnaabix mudp u3 Bo3MoKHBIX 10.

Pemtenne. (a) IIpumepoB Moxer GBITH MHOTO.

[Tepsorit mpumep: 1,2, 3,5, 7, nonapuble mpou3BeaeHnd paBHbl: 2,3, 5,7,6,10,14, 15,21, 35,
cpeJii KOTOPBIX BeTpedarores 8 pasaundaabix mudp: 0,1,2,3,4,5,6,7.

Bropoit npumep: 1,2, 3, 7,9, nommaphbsle mpou3BeneHus pasuel: 2,3,7,9,6, 14,18, 21, 27,63,
Cpeil KOTOPBIX BCTPeYaroTca 8 pasandabix mudp: 1,2,3,4,6,7,8,9.

(6) Homycrum cyrecTByeT IpuMep U3 AT 9UCET Y KOTOPOTrO, B KOHIIE TAKOM OllepaIlni,
noJtydaroTcs 9 pazaundHbix 1udp u3 Bo3moxkHbix 10. Torma ogno u3 nmpousseieHuii 1Byx
3aJIAHHBIX YNCeT OYJeT 3aKaHduBaThcd Ha 5 mwin (. 3HAYUT OJHO UX 3aJAHHBIX HUHCET
JIOJIZKHO JIETUTHCS Ha 5. DTO GHUCJIO MOSIBJIAETCS B U€THIPEX MPOM3BEICHUAX C JIPYTUMU
YUCJIAMU, W 9T TPOu3BejeHns OyayT 3akaHauBarThes Ha b wian 0. Ocratorcs ere mecTb
JIPYTUX MOMAapHBIX TponsBeienuii. CiieoBaTeIbHO, Y HAC MOy YU TCA MAKCUMYM 8 pa3J/Iid-
HBIX UMD B pA3Ps/ie eJMHNI, IPOTUBOPEUHE.

7.4. Y Toinpams 100 KUBOTHBIX — yTKU, KOPOBBI U KPOJIUKHU, KOTOPBIX OH XOUeT PACCTABUTH
1o Kpyry. YToObl 1yBCTBOBATHL cebsi B OE30IIACHOCTH, KaxKJias yTKA JOJIZKHA CTOATH JIUOO
PAJIOM XOTs ObI C OJIHON KOPOBOM, MO0 MexK 1y JiByMsi Kposukamu. Eciam y Toermans
60 yTOK, Kakoe MHUHUMAaJbHOE KOJUYECTBO KOPOB HEOOXOJIMMO JIJIsi BBITIOJTHEHUSI 3TOTO
yesoBust? OObsiCHUTE CBOW OTBET.

Pentenune. Mbr MoxkeM pactioiokuThb 21 Kopoy, 19 kposukoB u 60 yTOK, yJIOBJIETBOPSS
ycaoBuio 3atadn. Ob6o3HaunM, depe3 U - Kposmka, V' - KOpoBy, @ - YTKY, U PACIIOJIOXKIM
X TaK:

sUeUe. . .al/oUs 00/ 00l 0e.. .00l 00l 0ol

TV TV
19 xposnukos, 20 yTok 21 xoposa, 40 yTok

Bceero y Twinains 40 KopoB u KpoJimkoB. Hewm Oosibire y ThiH a3 6y/1eT KOpoB, TEM IIPOIIe
€My CIPaBUTBHCA C 3aJaHheM, MOTOMY 9YTO JIIOOOIO0 KPOJUKA B KPYIY, MOYKHO 3aMEHHUTD
Ha KOPOBY U CHTAyIUs JJIsd YTOK He yXyAIIHUTCd. ITOOBI J0Ka3aTh, 4To 21 KOpoBa 3TO
HEOOXOIUMBbINT MUHUMYM, JoKaxkeM 9T0o 20 KOpoB i ThIHIA HEJIOCTATOTHO.

Bamerum, 9TO psjioM ¢ 20 KOpoBaMHU MOTYT HAXOIUThCs He Oosiee 40 yTOK, KOTOpbIe Oy 1y T
cebs1 9yBCTBOBATH B O€30IIACHOCTHU CUJIS CIIPABa U CJIEBA OT KaxK 10# KOpoBbl. OcTajbHbIeE,
Kak MUHUMYM 20 YTOK, JOJZKHBI ObITH 3ammuiieHbl 20 ocTaBIMMucs KpoankaMmu. Mexk iy
JIByMsI KPOJIMKAMU MOYKHO 0€30I1acHO IOCaUTh TOJIBKO OJHY YTKYy. /[l 6e3omacHoCTH
20 yTOK, ucro/ib3ys TOJbKO 20 KposimKoB, ThIHIAIY HYKHO OyJIeT MOCAUTh KPOJMKOB U
YTOK IIO BCeMY KPYTy depejys JIpYT Jpyra, YTO HEBO3MOXKHO.



