OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
A doua zi, 4 martie 2023, Clasa a Vll-a
Solutii

7.5. In triunghiul ABC construim AD 1 BC,unde D € (BC). Punctele E si F sunt mijloacele segmentelor
AD, si respectiv CD. Determinati masura Tn grade a unghiului BAC, stiind ca BE 1 AF.

Solutie:

Fie BE n AF = {M}. Conform datelor problemei m(#BMF) = 90°. Deoarece in ABAF avem AD 1 BF,
BM 1 AF si AD N BM = {E}, rezulti ci FE L AB. Fie FE N AB = {N}. Astfel, m(4#BNF) = 90’.
Deoarece punctele E si F sunt mijloacele segmentelor AD, si respectiv CD, rezulta EF — linie mijlocie in
AADC. Cum EF — linie mijlocie, rezulta EF || AC, ceea ce implica FN || AC.

Deoarece FN || AC si BN L NF , rezulti BA 1 AC. Astfel, m(4BAC) = 90".

Rispuns: m(£BAC) = 90°.

7.6. Determinati toate cuburile perfecte de forma abc, pentru care numerele de o cifrd a, b si ¢ sunt invers
proportionale cu numerele b+c—a,a+c—bsia+b —c.

Solutie:

Din datele problemei avem a #0sia(b+c—a) =b(a+c—b) =cla+b —c).

Din a(b+c—a) = b(a+ c—b) obtinem (a—b)(a+b —c) =0, ceea ce implici a = b sau ¢ =
a + b. Vomstudia separat aceste cazuri.

1) Presupunem ca a = b. Atunci relatia b(a + ¢ — b) = c(a + b — ¢) capata forma c(b — ¢) = 0, ceea
ce implicd ¢ = 0 sau b = c. Astfel, numerele abc capiti forma aa0 sau aaa.

Deoarece aa0 = a-2-5 - 11, rezulti ci cel mai mic numir a pentru care aa0 este un cub perfect este
a = 2252112, ceea ce este imposibil deoarece a este cifra.

Deoarece aaa = a - 111 = a - 3 - 37, rezulta ca cel mai mic numar a pentru care aaa este un cub perfect

este a = 32 - 372, ceea ce este imposibil deoarece a este cifra.



2) Presupunem ca ¢ = a + b. Atunci relatia b(a + ¢ — b) = c(a + b — ¢) capata forma b(a + b) = 0,
ceea ce implicd b = 0. Astfel, numerele abc capiti forma a0a.

Deoarece a0a = a - 101, rezultd ci cel mai mic numir a pentru care aOa este cub perfect este a =
1012, ceea ce este imposibil deoarece a -cifri.

Astfel, nu exista cuburi perfecte abc, pentru care cifrele a, b si ¢ sunt invers proportionale cu numerele
b+c—a,a+c—bsia+b—c.

Raspuns: Nu exista astfel de cuburi perfecte.

7.7. Determinati toate perechile de numere intregi m si n, care verifica relatia 49n? — 7nm + 3m = 29.
Solutie:

49n%-29  49n%-9-20 (7n-3)(7n+3)-20 20
= = =7n+3——
7n-3 7n-3 7n—3 n-3’

Cumm € Z, rezulta 20 : (7n — 3). Astfel, 7n —3 € {1, 2,4,5,10,20,—1,—-2,—4,—5,—10, —20}, sau
7n € {4,5,7,8,13,23,2,1,—1,—2,—7,—17}. De unde obtinem n € {—1, 1}.

Din 49n% — 7nm + 3m = 29, obtinem m =

Pentrun =1, rezultam=7-1+4+3 — 13 5.
Pentru n = —1, rezultim = 7+ (=1) + 3 — ——— = -2,
7-(-1)-3
Rispuns: (n,m) € {(1,5); (—1,—-2)}.
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7.8. Numarul natural n si numerele prime p si q verifica relatia \/_ﬁ = _p + _q Determinati toate
valorile posibile ale expresiei E = p + q — 2n.
Solutie:

3 2 3 2q+\VD
Din—= = — , obtinem — = ————, 3./pq = Vn(2,/q + Ridicand la patrat ambele

NN \/_ i~ vpg v Wpa = Ye/atp) P

parti ale ultimei egalitdti, obtinem 9pq = n(4q +p+ 4\/— ) Deoarece 9pq € N, rezulta \/ﬁ €N,
ceea ce implicd p - q — patrat perfect. Deoarece, p si g sunt numere prime, si p - q — patrat perfect, rezulta
p =q. Pentru p = q, din 9pq = n(4q +p+ 4@) obtinem 9p? = 9pn, ceea ce implicid p = n.
Astfel, n = p = q, iarexpresieil E =p +q —2n = 0.

Raspuns: 0



