A 69-A OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 28 februarie 2026, Clasa a Vlll-a
Solutii

8.1. Fie a, b, c trei numere intregi. Sa se arate ca daca numerele 2a + b si  a + 2b sunt divizibile cu
3¢, atunci numirul a® — 3ab? + 2b3 este divizibil cu 27¢3.
Solutie. Avem:
1 {(Za +b) i 3c
" ((a+2b)i3c

2. a® —3ab?+ 2b3 = a® + 2a?%b — 2a*b — 4ab? + ab? + 2b3 =

= a?(a + 2b) — 2ab(a + 2b) + b*(a + 2b) = (a® — 2ab + b*)(a + 2b) =
= (a—b)*(a+2b) =(a—b)(a—b)(a+2b):3c-3c-3c
3. Deci (a® —3ab? + 2b3): 273

prin scadere = (a —b) : 3c;

8.2. Sa se determine multimea numerelor reale X care satisfac egalitatea
|2x — 3x + 1]| = [3x + [2x — 1]| = 0.

Solutie. Obtinem |2x — [3x + 1|| — [3x + [2x —1|]| =0 &

& |2x — 3x + 1| = |3x + [2x — 1]|. 1)
Prin ridicarea la patrat in (1) si utilizarea proprietitii |A|> = A2, VA € R, obtinem

2x—=13x+1D?*=Bx+[2x - 1])? &
S 4x% —4x|3x+ 1| +9x?> +6x+1= 9x?> +6x|2x — 1| +4x*> —4x+1 &
o—4x|3x + 1|+ 6x = 6x|2x — 1| —4x &
<10x = 6x|2x — 1| + 4x|3x + 1]. 2
Din (2), pentru x = 0 obtinem 0 = 0, astfel egalitatea este adevarata, deci 0 se va contine in solutie.
Daca x # 0, atunci din (2), prin impartirea la x obtinem
10 = 6]2x — 1| +4|3x+ 1| 5= 3[2x - 1|+ 2]3x + 1| &
& 25=36x2—-36x+9+ 12|2x —1||3x + 1| + 36x?> + 24x + 4 &

©12=72x2-12x+ 12|6x? —x—-1| ©1=6x*>—x+ |6x? —x—-1| ©
Remarcdm ci egalitatea 1 = 6x? — x + |6x? — x — 1| este adevarata si pentru x = 0. Astfel am aritat
ecivalenta (10x = 6x|2x — 1| + 4x|3x + 1] ) © (1 = 6x? — x + |6x? — x — 1]). Obtinem
l=6x2—x+|6x>—x—-1De0=6x>?—-—x—-1+ |6x?—x—-1|) © (6x* —x—1<0).
(Dacd ar fi 6x? —x —1 > 0, atunci 6x?> —x — 1+ |6x? —x — 1| > 0, contradictie). in continuare
avem 6x?—x—-1<0©4x?-1+2x*-x<0e2x-D2x+D+x2x—-1)<0&

S2x-D(Ex+D+x)<0e2x-DBx+1) <0
{Zx—lso sau {2x—120.
3Ix+1=0 3x+1<0

Rezolvam aceste sisteme:

1
2x—1<0 Xs3 1.
L {3150 x>_1‘:’xe[ H
- 3
x>1
2x—1>0 =3
2 {3x+150‘:’ e 1T XED

.o 1 1
Deci raspunsul este x € [_5 ; E]'



8.3. In triunghiul ABC punctul M este mijlocul laturii [BC]. Pe latura [AC] se ia un punct arbitrar E,
diferit de A si C. Segmentele [AM] si [BE | se intersecteaza in punctul D. Aritati ca
AE -BD = AC - DE.

Solutie. Prelungim segmentul [AM] cu segmentul [MK], astfel incat MK = DM (M € [DK]).

- Obtinem: 1) MK = DM; 2) CM = MB 3) £.CMK = /BMD —
opuse la varf, atunci triunghiurile MKC si MDB sunt
congruente (LUL). Ca urmare, ZMCK = £MBD si CK = BD.
E K De aici rezulta ca BD || KC. Deci ED || CK, iar triunghiurile

AED si ACK sunt asemenea conform teoremei fundamentale a

o o s . o AE ED
asemanarii. Din asemanare avem, — = — §1

AC  CK ©
- B |Deci Z=25-4¢

ED  CK BD
De aici obtinem AE - BD = AC - DE.

8.4. Numerele reale pozitive a, b, c, x, y, z satisfac egalitatea ac + 2bc — xz — 2yz = 0. Demonstrati ca
a+2b+3z + c > 2

x+2y+3c z

Solutie. Remarcim ci orice sumi de numere pozitive este pozitivd. In continuare avem
ac+2bc—xz—-2yz=0 (a+2b)c—(x+2y)z=0&

a+2b z a+2b z 3z
= = == —
x+2y c x+2y ¢ 3c

e (@+2b)c=@x+2y)z

a+2b_z_32_a+2b+3z a+2b+32_z

=3 =-=—= = = -
x+2y ¢ 3¢ x+2y+3c x+2y+3c c

Atunci avem
a+2b+3z ¢ a+2b+3z 1 a+2b+3z 1
—+—=—+7= + 22’
x+2y+3c z x+2y+3c %2 x+2y+3c a+2b+3z
¢ x+2y+3c

. g . . 1 .
Deoarece pentru orice numar real pozitiv 4 relatia A + 2= 2 este adevarata:

A+-22 O +1224© A2 -24+120 (A—1)? 20, adevarat,



