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Solutii

8.5. Rezolvati in numere reale inegalitatea [x — 1] - {x} < x — 2, unde [A] este partea intreaga, iar {4}
este partea fractionara a numarului real A.

Solutie. Vom utiliza proprietatile:

Dx=[x]+{x} 2)0<{x}<1; 3) [x+n]=[x]+n, Q)
care sunt adevarate pentru orice numar real x si orice numar intreg n.

Rescriem inegalitatea in forma:  ([x] — 1) - {x} < [x] + {x} — 2. (2)
Obtinem

K]-D-I3<xl+{x}-2e (x]-D- {3 <(x]-D+{x}-D e
Sx-D-{-(Ix-D-{}-D<0e
e(x-D-{x-D-{x}-D<0e
S((x]-D-D-{x}-D<0e
e(x]-2)-{x}-1D <0 3

Din proprietatea 0 < {x} < 1 obtinem {x} — 1 < 0 pentru orice x € R. Atunci avem

(Ix]-2)-({x}-1DH<0ex]-2>0 @ [x]>2e [x] 23 x €[3,+x).
Raspuns: x € [3, +0).

8.6. Fie a, b, c € R astfel incat |ax? + bx + c| < 1 pentru orice x € [—1; 1]. Si se arate ci
a? +b%+c?<5.

Solutie. Pentru x = 1 six = —1 obtinem:
{Ia+b+c|£1 {—1§a+b+c§1 (1)
la—b+cl<1 —1<a-b+c<1
Pentru x = 0 obtinem:
el <1 (2)

Adunam relatiile din (1) si obtinem:
—2<2a+2c<2e -1<a+c<le|a+c| <1
Din proprietatile modulului avem
e lal -l <lat+cl<sl=lal <1+]c| o lalle] < (1 +[cDlc| &
S lacl < A+ |cDlel <2 3)
In continuare avem:
la+b+cl<1 la+b+cl?<1 (a+b+c)? <1
{Ia—b+c| <1 {Ia—b+c|231 {(a—b+c)2S1
{a2+b2+cz+2ab+2ac+2ch1 (@)
a’ + b? +c? —2ab + 2ac — 2bc < 1
Prin adunare in (4) obtinem

2@ +b*+cH)+4ac<2 @a’+b*+c*+2ac<l1l e
& a?+b?+c?<1-2ac £1+2ac]<1+2:2=5.



8.7. In triunghiul ABC pe laturile [AB] si [AC] se iau punctele C; € [AB]si B, € [AC], astfel incat % +

1

% = 1. Aratati ca segmentele [BB;] si [CC;] se intersecteaza pe linia mijlocie [MN] a triunghiului
1

(M este mijlocul laturii [AB], iar N este mijlocul laturii [AC]).

Solutie. Mentionam cad B; € [AN] (in caz contrar, % > 1, contradictie). Analog, C; € [AM]. Notam
1

{D} = BB, N MN si{E} = CC; N MN. Vom arata ca punctele D si E coincid.
Cum [MN] ecte linie mijlocie in triunghiul ABC, rezulta ¢ [MN] || [BC] si obtinem ca triunghiurile
DB;N si BB,C sunt asemenea. Astfel obtinem

1
DN BN AN-AB, 7AC—-ABy  AC AB;
BC BC  BC B,  2B,C B;C

_ B,C+AB, AB1_1+A31 AB; 1 AB
- 2B,C B,C 2 2B,C B,C 2 2B,C’

Analogic se argumenteaza ca triunghiurile EC;M si CCyB sunt asemenea. Astfel obtinem
1
ME CM AM-—AC, 7AB—ACi  AB  AC, AC +CB AC, _
BC ¢B ¢B ~ CB < 2CGB CB  2CB C,B
1 ACG, ACG, 1 AG

+ .
2 2B CB 2 2(CB

Ca urmare,

DN+EM_DN+EM_1 AB1+1 AC, 1<AC1 ABl)_l
BC ~ BC BC 2 2B,C 2 2CB 2 B

+ J—
C,B " B,C

2

siDN + EM = BZ—C = MN. Cum punctele M, D, E, N sunt coliniare, rezulta ca punctele D si E coincid, iar

segmentele [BB1] si [CC1] se intersecteaza pe linia mijlocie [MN].



2x%+5x+9 g . )
%, X € Q,}. Sa se determine multimea M N Z, unde Q.

este multimea numerelor rationale nenegative, iar Z este multimea numerelor intregi.

8.8. Se considerd multimea M = {y|y =

Solutie. Cum x € Q,, atunci avem x > 0 si imediat se verifica ca y > 0. Deci raspunsul poate contine

doar numere naturale nenule, M N Z € N*. Obtinem
2
y = %@ 2x2+5x+9=y(2x+3) o 2x2+ (5—-2y)x +9 — 3y = 0. 2)
Rezolvam aceasta ecuatie in x in raport cu parametrul y € N*, iar solutiile le ludm in Q.. Calculam
determinantul
A= (5-2y)2—4-2-(9—=3y) = 4-y% +4y —47. (3)
Cum y € N*, atunci A€ Z. Ecuatia (2) are solutii rationale numai daca determinantul A este patrat
perfect, adica existi k € Z astfel incit A=4-y%2+ 4y —47 =k? >0 si solutiile ecuatiei (2) se
calculeaza conform formulelor cunoscute:

-(5-2y)-k -(5-2y)+k
HET— o T )

Remarcam ca indiferent de faptul cd k este pozitiv sau negativ fomulele (4) ofera aceleasi solutii. Deci
fara a restrange generalitatea consideram k € N.
Prin verificare directa obtinem ca A< 0 pentru y € {0,1,2},deciy = 3. Cumy € N* si
k?=4-y2+4y—47 = 4-(y?>+y—11) — 3, rezultd k? este impar deci k este numir impar. Fie
k =2h+1, h € N. Atunci

A=4-y> +4y—47=R2h+1)*’ o 4y(y+1) =4h(h+1)+48
o yy+1)-hth+1) =12y’ -h?+y—h=12 s (y—h) (@ +h+1) =12.
Cumy—heZ,siy+ h+ 1€ Z rezultd ca aceste numere sunt divizori a lui 12. Acesti divizori nu pot
fi simultan negativi, deoarece

y—h<0,

{y +h+1<0.
obtinem ca ambii divizori y — h, si y + h + 1 sunt pozitivi, deoarece
(y—h)(y+h+1)=12. Cumy—h+y+h+1=2y+ 1 este numar impar concluziondm ca y —
h,si y + h + 1 au paritati diferite. De asemenea daca y — h = 6, atuncidin (y —h)(y + h+ 1) = 12,
obtinem cd si y + h + 1 = 6, contradictie cu paritati diferite. Reciproc tot este adevdrat: daca y + h +
1 = 6, atunci si y — h = 6, contradictie. Deci nici unul dintre ei nu poate fi 6. Multimea divizorilor
pozitivi a lui 12 este D;, = {1, 2, 3, 4, 6, 12}.
Cumy+h+1>y—hpentruy>3sih€N,atunciy + h+ 1€ {4,12}.
Avem doar doua cazuri posibile:

1 . . o .
=22y+1<0 oy< — 3, contrazicere cu relatia y > 3, obtinuta anterior. Astfel

y=3
y+h+1=4 {2y+1=7 y=3 y=3 x; = 0,
L { y—h=3 < y—h=3®{h=0®{k=1@ xl_l
272
Deci y = 3 se obtine pentru doud numere rationale nenegative x; = 0 si x, = %
y=6
y+h+1:12 {2y+1=13 y=6 y:6 x = —1
2.{ = e o oM ’
y—h=1 y—h=1 {h:5 {k:11 v =2
272

Deci y = 6 se obtine pentru un numar rational nenegativ. x, = g.
Raspuns M N Z = {3, 6}.



