OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 4 martie 2023, Clasa a I X-a

BAREM DE EVALUARE

Remarca. Rezolvarea corectd a oricarei probleme se apreciazda cu 7 puncte.

9.1. Fie triunghiul ABC cu m(4A) > 90°si a = |BC|, b =|AC|, ¢ = |AB| lungimile laturilor lui.
Aratati ca ecuatia

x>—(a+b+c)x+b?>+c?2=0

are doud solutii reale distincte.

Rezolvare cu barem de evaluare Solutia 1.

Pas Etape ale rezolvarii Puncta)
acordat
1. | Scrie conditia suficientd (a + b + ¢)? — 4(b? + ¢2) > 0. 1 punct
2. | Remarca, din m(84) >90° = a>b, a>c = ab>b? ac>c*si b+c>a. | 1punct
3. |Concluzioneazi a—(b+c)#0 = (a—(b+c))?>0 1 punct
4. | Obtine a? +2a(b+c)+ (b+c)> —4a(b+c)>0 1 punct
5. |Obtine (a+b+c)2—4a(b+c) >0 1 punct
6. |Deduce (a+ b+ c)? > 4(ab + ac) > 4(b? + ¢?) 1 punct
Obtine (a + b + ¢)? — 4(b? + ¢?) > 0 si concluzioneazi ci ecuatia are doud solutii
7 tine (a > ; ; 1 punct
reale distincte.
Punctaj total | 7 puncte

9.1. Fie triunghiul ABC cu m(4A) >90° si a = |BC|, b =|AC|, ¢ = |AB| lungimile laturilor lui.
Aratati ca ecuatia

x*>—(a+b+c)x+b?>+c?2=0

are doua solutii reale distincte.

Rezolvare cu barem de evaluare Solutia 2.

Pas Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
1. | Scrie conditia suficientd (a + b + ¢)? — 4(b* + ¢?) > 0. 1 punct
2 | Remarcd, din m(34) >90° = a>b, a>c = ab > b? ac > c? 1 punct
3. |Obtine a? + b? + ¢ + 2(ab + ac + bc) — 4(b? + ¢?) 1 punct
4 | Obtine a? + 2(ab + ac + bc) — 3(b? + ¢?) > a? + 2(b% + c¢2 + bc) — 3(b? + ¢?) 1 punct
5. |Obtine a? + 2bc — (b%? + ¢?) = a? — (b? + ¢% — 2bc) 1 punct
6. |Scriea?—(b—-c)>=(a—-b+c)(a+b—2c) 1 punct
Deduce (a+c—b)(a+b—c)>0 din proprietatea ca intr-un triunghi suma
7. | lungimilor a doua laturi este mai mare ca latura a treia si concluzioneaza c ecuatia are | 1 pynct
doua solutii reale distincte.
Punctaj total | 7 puncte




9.2. Numerele reale x, y, z satisfac relatia x + y + z = a, unde a este un numar real fixat. Determinati
valoarea maxima posibild a sumei S = xy + yz + zx. Pentru care valori x,y, z aceasta valoare maxima
se atinge ?

Rezolvare cu barem de evaluare

Punctaj

Pas Etape ale rezolvarii
acordat

1. |Deducex+y+z=a = z=a-x-y = S=-x*+(a—-yx+y@-y). | 1punct

Consideri functia de gradul doi in x: S(x) = —x2 + (a — y)x + y(a — y) si deduce ci
2. . A a-y 1 punct
S(x) admite un maximin x = -

— 2
3. | Calculeazi acest maximum: S (%) = —z- Y Sy 1 punct

2
Considera functia de gradul doi in y: g(y) = —% -y? + % Y+ a: si deduce ca g(y)
4. 1 punct

. - ~ a
admite un maximin y = 3

aZ

5. |Calculeaza acest maximum: g (g) =—, 1 punct

3
6. |Deducex=y=z==. 1 punct

3
2

. o o . . a . . o
Concluzioneaza ca maximul sumei xy + yz + zx este 5 sise realizeaza pentru x = 1 punct

a
=7 =-,
Y 3

Punctaj total | 7 puncte

9.3. Pe laturile BC si BF ale paralelogramului ABCD se iau respective punctele E si F astfel incat

EB . FC . . . . . . .
=P s =4 Fie M punctul de intersectie a dreptelor AE si BF, iar N punctul de intersectie a
DN

: o . 4 AM .
dreptelor DE si BF. Determinati valorile raporturilor TR

Rezolvare cu barem de evaluare

Pas Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat

Efectueaza constructii ajutatoare care duc la rezolvarea problemei: de exemplu Trasam

L CL || BF (L € AB) si fie K intersectia dreptelor CL si AE 1 punct

y . KE _CE _ 1

o | Demonstreazd ABEM ~ ACEK si deduce = M EE - p 1 punct
3. |Scrie % = % . % 1 punct
4. | Demonstreazi ABMA ~ ALKA si deduce % = qTH 1 punct
5. |Deduce % =P g % = % 1 punct
6 Aplica Teorema lui Menelaus in ACDE si punctele coliniare F, N, B pe dreptele L )
" | DC, DE, CE siobtine 2=-£.20 — 1 punc

BC FD NE
7. |Obtine ov_x.mB_pd 1 punct

NE BE CF  pq

Punctaj total | 7 puncte




9.4. Determinati toate functiile f: R — R, care satisfac proprietatea f(x + a) - f(x + b) = x, (V)x € R,
unde a, b € R sunt numere arbitrare fixate.

Rezolvare cu barem de evaluare

Pas Etape ale rezolvarii Punctay
acordat
_ T _ fla) =0
1. | Pentru x = 0 obtine implicatia f(a)-f(b) =0 = Fb) =0 1 punct
o | Pentrux = a— b obtine egalitatea fQRa—-b)-f(aA)=a—b = a=bh. 2 puncte
3 Pentru x = b — a obtine egalitatea f(b)-f(2b—a)=b—a = b=a. 2 puncte
4 | Pentru a=b obtine relatia (f(x + a))2 = x,(V)x € R, contradictie 1 punct
Face concluzia finala, ca nu exista functii care ar satisface enuntul.
5. ’ ’ 1 punct
Punctaj total | 7 puncte




