A 69-A OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Ziua a doua, 01 martie 2026, Clasa a IX-a
Solutii

9.5. Determinati toate functiile f:N — Q, care verifica simultan conditiile:
) fx+1)=fx)+—, (V)xEN,
2) f(2026) =2027.
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Solutie:
In prima relatie vom substitui succesiv xcul?23, .., x — 1. Obtinem

f@) = FD + 15755 f(3) = F@ 1oz i ) =[x = D+ o
Adunand membru cu membru aceste egalitdti, obtinem:

f(Z)+f(3)+---+f(x—1)+f(X)=f(1)+f(2)+'“+f(x—1)+
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14243+ ... +x—-1

1013
1+(x—1)
f@=f)+ = 20D ) o f() = f() + 0 x(x — 1), (M EN.
In particular, pentru x = 2026, obtinem f£(2026) = f(1) + 2025 & f(1) = 2027 — 2025 = 2.
x(x—1)
Prin urmare, f(x) = 2 + =—— vy
Prin verificare se confirma ca functia f verifica conditiile.
x(x—1)

Raspuns: f(x) =2+ (V)x € N.

2026 °

9.6. In plan este dat un segment [AB] si o dreapta d, astfel incat d || AB,AB # d. Se consideri toate
triunghiurile posibile ABC, cu varful C € d. Gasiti locul geometric al centrelor cercurilor circumscrise
tuturor acestor triunghiuri ABC.

Solutie.

Deoarece centrul cercului circumscris unui triunghi
este punctul de intersectie a mediatoarelor, atunci locul
geometric cdutat al centrelor cercurilor circumscrise
este o submultime a mediatoarei [ a segmentului [AB]. 4

Fie [ nd = {K}. Cercetam triunghiul AKB (cazul C = K). Fie O centrul cercului circumscris
triunghiului AKB . Atunci 0" € [, mai exact O* € [KD), unde D este mijlocul segmentului 4B.

Ipoteza: locul geometric cautat al punctelor este semidreapta [O*K (semidreapta cu originea O* si
trece prin punctul {K} = [ n d.



Construim toate cercurile posibile cu centrele pe mediatoarea ,

‘l care trec prin punctele 4 si B. Punctele lor de intersectie cu

— dreapta d sunt locurile posibile ale varfului C al triunghiului
ABC. Prin urmare, pentru orice punct P al semidreptei [0*K
este posibil de construit un varf C al triunghiului ABC, astfel
incat centrul cercului circumscris triunghiului  ABC
4 B corespunzator sa coincidd cu punctul P. Deoarece
\ m(£CAB) > m(£KAB), atunci centrul P al cercului

circumscris va fi situat mai sus de punctul O* pe mediatoarea

[,atunci P € [0O"K.

Punctul cel mai de ,,jos” al acestei semidrepte — punctul O* se
obtine in cazul cand d este tangentd la cercul circumscris
triunghiului ABC.

K _d
Alte cercuri care trec prin punctele A si B, dar care nu au puncte

comune cu dreapta d, nu le vom considera, deoarece triunghiul
ABC nu va exista.

N

9.7. Pe tabla este scrisa expresia: ¥ n® * n” *n® * n

5+ n* x n3 x n? * n] Doi copii, Nicu si Alina, joaca

un joc. Ei, pe rand, , aleg un semn asterisc ,,*” si inlocuiesc (la dorintd) cu unul dintre semnele ,,+” sau
»— - Nicu incepe jocul. Daca expresia finald se divide cu 6 pentru orice numar natural n, atunci
castigatoare este Alina, in caz contrar castigator este Nicu. Ardtati ca Alina are o strategie de castig, care
il asigurd victoria, oricum ar juca Nicu.

Solutie:

Consideraim expresia n° —n =n(n— 1)(n + 1)(n? + 1). Aceastd expresie contine produsul a trei
numere naturale consecutive, deci este divizibila cu 6, oricare ar fi numarul natural n. Grupdm termenii
din expresie in patru perechi de forma (n*,n*~*), unde k = 5,6,7,8. In fiecare pereche, diferenta
numerelor

nk —nkt =SS —n) =nfSun -1+ 1D* + 1)

este divizibila cu 6, oricare ar fi numarul natural 7.



Prin urmare si toata expresia finala se va divide cu 6, oricare ar fi numarul natural ». Urmatoarele expresii
pot fi scrise:

n® —n? = n(n® —n);

Tl7

—n® =n?(n® —n);
n® —nt* =n3(n5 —n).
Observam ca fiecare dintre aceste expresii sunt divizibile cu 6, pentru orice valoare naturala a lui 7.
Atunci expresiile:
MEB+n"+n+n°—n*—-nd-n?-n)si (—n®-n"-n-n*+n*t+n¥+n¥+n
sunt divizibile cu 6, pentru orice valoare naturala a lui ».

Din cele mentionate mai sus si rezulta strategia de castig pentru Alina: daca Nicu alege un termen n™,
m = 1; 8 si 1i pune in fatd un semn, fie ,,+” sau ,,-”, atunci Alina imediat alege al doilea termen din
perechea respectivi si ii pune in fatd semnul opus: ,,-” sau, respectiv ,,+ (perechi de forma (n*,n*=*),
unde k = 5, 6,7, 8). Diferenta acestor doi termeni oricand se va divide cu 6, oricare ar fi numarul natural
n. Alina oricand poate realiza strategia sa, deoarece, in strategia Alinei, Nicu niciodatd nu va putea alege
doud numere din aceeasi pereche.

9.8. Determinati toate perechile de numere naturale nenule (x, y), pentru care existd numere naturale # si
m, astfel incat x> +x+3 =y™ si y> +y+3 =x™.

Solutie.

Fie (x, y) o astfel de pereche. Atunci
xZ+x+3=y"
y2+y+3=x™m
pentru numerele naturale n si m. Evident, numerele n i m trebuie sa fie nenule. Avem cé\teva cazuri.
1. Cazul x = y. Atunci
x2+x+3=x" © 3=x(x"1-x-1).

Rezulta ca numarul x este un divizor pozitiv al numarului 3, adica x = 1 sau x = 3. Dar ambele valori
conduc la contradictii:

124+1+3=5=1",

32+3+3=15#3"
Prin urmare cazul, x = y este imposibil.
2. Cazul x # y. Presupunem x > y (analog x < y). Prin urmare

x=y+d, d=1 d€eN".
Vom considera cateva cazuri.
a) Cazul d = 1. Atuncix =y + 1si
yr=x*+x+3=(Qp+1D*+@+1D+3=y>+3y+5,
adica
5=y"—y?-3y=y(y" ' —y-3).

Atunci numarul y este un divizor pozitiv al numarului 5, adicda y = 1 sau y = 5. Dar



y=1= x=2 > 2242+3=9=#1",
y=5 = x=6 = 6%+6+3=45#5"
adica cazul d = 1 este imposibil.
b) Cazuld = 2. Atunci x = y + d (adica x > 3) si pentru d > 2 avem
x2=@W+d)?=y*+2dy+d*=y>+y+3+yRd—-1)+d*-3)>y*+y+3=x"
Rezultd cd 0 < m < 2, adica m = 1. Prin urmare,
y’+y+3=x=y+d = d=y*+3.
Pe langa aceasta,
yr=x4+x+3=(Qp+d)?+ @+ +3=@+y*+3)*+ Y +y*+3)+3=
=y* +2y3 + 14y%2 + y + 15.

Prin urmare, y este un divizor pozitiv al numarului 15, adica y € {1, 3,5,15}. Studiem fiecare caz:
separat.

1. y=1=>d=4 = x=5 = 52+5+3=33%1",
2 y=5=>d=28 = x=33 = 332+33+3=1125=%5",
3. y=15 = d =228 = x =243 = 24324243 +3=159295 # 15",
4 y=3 2d=12 = x=15 = 152+ 15+ 3 =243 = 3%,
32 +3+3 =151,
adicd n=5s1i m=1.

Raspuns: (x,y) = (15,3) (pentru n =5si m = 1) sau (x,y) =(3,15) (pentru n =1si m =05).



