OLIMPIADA LA MATEMATICA
Etapa raionald/municipala, 7 februarie 2026, Clasa a X-a
SOLUTII

10.1. Demonstrati ca numerele a=1og,, 24 si b =1og,18 verifica relatia 3a+2b=ab+5.

Solutie. Avem

a=log,, 24 < log,,(2-12)=a <> log,, 2+log,,12=a <

—a-le Iog2(3-4):i1©

log,

1
&log,3+2=——.
J a-1

De aici avem Iog23=3_261 sau log, 2= a-1
a-1 3-2a
Atunci
b=log,18=log, (6-3) = log, 6+ log, 3=1+—— =1+ 9,1
° ° ° ° log, 6 log,3+log,2 ~ ,, a-1
3-2a
3-2a 5-3a
=1+ = :
2-a 2-a
Deci b= 5—3a =2b—ab=5-3a<3a+2b=ab+5, ceea ce trebuia de demonstrat.
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Solutie. Determinam primul termen al lui a

1 __ |2 __ 2 N2 2 _\/E(«/Eﬂ)_
\/1,5\/5_\/3—2\/5_\/(\/5_1)2_‘ 2_4_\/5_1— = =2+4/2.

Acum determinam termenul al doilea al lui a

2B+ B2 _ L\/2+\/§+\/\/§—2]2:\/2+J§+2\/2+J§.\/\/§_2+J§—2:

este un numar natural.

10.2. Aratati ca numarul a =

\/J§+1 \/\/§+1 V541
\/2\/§+2\/(\/§+2)(\/§2) _\/2\/§+2\/ﬂ_\/2\/§+2_ 2(*/5”)_\/5
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Deci a=2++/2-+/2=2¢N.



10.3. Rezolvati in numere reale ecuatia

9x2—2x_ﬁ_5x
3x-2 2 '

2 < L :
Solutie. Avem DVA= (5 + ooj . In DVA, ecuatia din enunt este echivalentd cu urmatoarele:

2(9x—2)—3x+/3x—2 =10V3x—2 < (3x+10)V3x—2 -18x+4=0 <

& (3x=2)/3x—2 +12/3x -2 ~18x +4 =0 (3x—2)4/3x—2-3-(3x-2)-2+3-4/3x-2-4-8=0 <

<:>(\/3x—2—2)3:0<:>\/3x—2=2<:>3x—2=4<:>x:2€DVA.

Rispuns: S ={2}.

10.4. Un punct arbitrar de pe cercul circumscris al unui triunghi echilateral este unit cu varfurile triunghiului
prin coarde. Demonstrati ca una dintre aceste coarde este egald cu suma celorlalte doua coarde.

Solutie. Presupunem ca punctul M apartine cercului circumscris aABC.

Evident, daca punctul M coincide cu unul dintre varfurile ~ABC, atunci C
afirmatia din enunt este adevarata.

Fie M € AC (arcul mic) si AD||MC, D apartine cercului.

Vom arita ca MB = MA+MC. Tn continuare se vor utiliza doar
arcurile mici corespunzatoare unei coarde. M
Trapezul AMCD este isoscel, deci AM = DC, si respectiv

m(AM): m(DC). Insa m(AC): m(BC), prin urmare

m(MC) = m(BD), si respectiv MC = BD . Mai mult,

m(MD)=m(AC)=120", de unde m(/MAD)=m(/DBM )=%m(MD):60°,

adica m(/MAP)=60"=m(~DBP). insa m(ZAMP)=m(ZAMB) =%m(AB) 60" si

m(£BDP)=m(£BDA) :%m(AB) =60, prin urmare triunghiurile AMP si BDP sunt echilaterale.

Deci MB =MP +BP = MA+BD =MA+MC .

In mod analog, se demonstrezi afirmatia din enunt cind punctul M apartine arcurilor BC si AB.



10.5. Determinati toate valorile reale ale Iui a pentru care polinomul
P(X)=(2a+2)X*—(8a—4)X —(3a—4) are doua radicini reale distincte, ambele mai mici decat 1.
Solutie. Consideram functia f:R —>R, f(x)=(2a+2)x*-(8a—4)x—(3a—4). Conform enuntului,

functia f trebuie sa fie de gradul doi si s aiba doua zerouri distincte, ambele mai mici decat 1. Pentru
aceasta este necesar si suficient ca sa fie indeplinite urmatoarele trei conditii:
1. discriminantul A>0;

2. coeficientul 2a+2 are acelasi semn casi f (1), adica (2a+2)- f (1)>0;
3. pentru abscisa varfului parabolei (graficului functiei f) X, <1.

1. A>O<:>(8a—4)2 +4(2a+2)(3a—4)>O<:>8(8az—8a+2+3a2 +3a—4a—4)>0<:>

< 11a’ —9a—2>0<:>(11a+2)(a—1)>0<:>ae(—oo; —%)u(l; +00).

2. (2a+2)-f (1) >0 < (2a+2)(-9a+10) >0 & (a+1)(9a—10) <0 < ae(—l; %)

8a—-4 2a-1 a—2
S -1<0=——<0 1)(a-2)<0 -1 2).
2(2a+2)< 1 <0 a+1< < (a+l)(a-2)<0=ae( )

R ¥ )

ae(-12)

Raspuns: ae| -1, —3 Ul L E .
11 9



