OLIMPIADA LA MATEMATICA

Etapa raionald/municipala, 7 februarie 2026, clasa a XI-a

SOLUTII

11.1. Pentru care valori ale parametrului @ € R functia f : R — R, f(z) = 2% + az® + (a + 6)x + 26,

este o functie strict monotona pe R?

Solutie. Se stie ca pentru ca o functie derivabila f sa fie monotona pe R este necesar si suficient ca
f(x) 20 ((V)z € R), sau f'(x) <0 ((V)z € R).
Astfel, pentru ca functia data f sa fie monotona este necesar si suficient ca

fl(z) =32 +2ar+a+6>0 ((V)xeR), (1)

sau
flx) =322 +2ax+a+6<0 ((V)zeR). (2)

Conditia (2) nu este posibila, deoarece lim,_, ., f(x) = +o0.

Conditia (1) se reduce la conditia pentru discriminant
A=4a*—-12(a+6) <0 <= a*—3a—18<0 < ac[-3,6]

In caz general, din conditia (1) rezulta ca functia f este monoton crescatoare, dar nu neaparat si strict
monotond. In cazul nostru conditia (1) este suficientd si pentru monotonia stricta.
Presupunem ca exista 1,9 € R, 11 < x9, astfel incat f(x1) = f(x3). Din faptul cad f este monoton
crescitoare rezultd cd pentru orice x cu r; < ¥ < Ty, avem f(z1) < f(z) < f(x2) = f(x1) si, ca
urmare, f(z) = f(x1), iar f'(z) = 0. Dar f’ are cel mult doua zerouri, contradictie.

Rezulta cd pentru a € [—3, 6], i doar pentru aceste valori, functia f este strict monotond pe R. O

11.2. Determinati toate valorile parametrului a € R, pentru care functia f : R — R,

a’r+a’+a  pentrux <0,
flz) =142 pentru x = 0,

sinx +2cosxz  pentruz >0
este derivabila in x = 0.

Solutie. Pentru ca functia f sa fie derivabila in x = 0 este necesar si suficent ca functia f sa posede
derivatele finite la stanga si la dreapta in @ = 0, adica f1(0) si f;(0), care sa fie egale (de altfel, aceste
conditii asigura si continuitatea functiei f in z = 0).

Mentionam ca doar conditia lim, , o f'(z) = lim,_, o f'(z) nu este suficienta, ea nu asigurd nici
macar continuitatea functiei f in x = 0.

Prin urmare,

£(0) = f4(0) = tim L2 =0

x——0 €T — O r——+0 €xr —



a’r+a’>+a—2 5 sinx + 2cosz — 2

lim = lim
rz——0 x r——+0 x
. , a’+a—2 , sinx sing |z
lim (@¢*+ —— | = lim —2—=sin- | =1
z——0 €T z—4-0 €T 5 2

Deoarece in ultima egalitate avem ca limita din dreapta este egala cu 1, rezulta ca si limita din

stanga este egala cu 1, iar aceasta are loc, daca si numai daca

a*+a—2=0,
— a=1
a? =1,
Rezulta ca avem un singur numar a = 1. O

11.3. Fie z, y numere reale astfel incat z,y > 0 si x +y < 1. Demonstrati ca
224+ (1—y)P+vVyP+(1—2)2<2
Cand are loc egalitatea?

Solutia 1. Deoarece a* < a, pentru orice a € [0, 1] (cu egalitate pentru a € {0,1}), avem

Vet 1=y + Ve + (-2 <Vat+l—y+y+1l—a=vVi+tt+V1-t

unde t = |z — y| € [0, 1]. Folosind inegalitatea a + b < /2(a? + b2) (valabild pentru orice a,b > 0, cu
egalitate daca si numai dacd a = b), avem

Vi+t+V/1—t<\/2(1+t+1—1t)=2, pentru oricet € [0,1].

Pentru egalitate, trebuie sd avem 1+t = 1—tgiz,y € {0,1}, de underezulti z = y = Osauz =y = 1.
Insa din enunt avem conditia « + y < 1, deci, egalitatea are loc daci si numai dacd = =y = 0.
Solutia 2. Consideram in plan punctele A(0,0), B(1,0) si C(0,1). Triunghiul ABC este un triunghi
dreptunghic in A cu laturile AB = AC = 1, BC = /2.

Punctul M(x,y) are coordonate care verifica conditiile z,y > 0 si x + y < 1, daci si numai dacd M
se afla in interiorul triungiului ABC' sau pe laturile lui.

Calculam BM = \/y+— siCM = \/1’2—

Prin urmare, inegalitatea ceruta este echivalenta cu conditia BM + CM < 2.

Cazurile M = B sau M = C' sunt banale, deoarece in aceste cazuri BM + CM = BC = /2 < 2.
Pentru celelalte cazuri notam cu L intersectia dreptei BM cu AC (poate fi chiar L = M sau L = A).
Astfel, BM +CM < BM + ML+ LC <BL+LC<AB+ AL+ LC=AB+AC=1+1=2.

Egalitatea are loc, daca si numai daca punctul M coincide cu punctul A, adica z =y = 0. O

11.4. Fie M un punct din interiorul triunghiului echilateral ABC| astfel incat L BMC = 120°.
Demonstrati ca MA? +2MB - MC = AB2



B C

Solutie. Consideram rotatia R de 60° in jurul lui A si notam R(M) = M;, R(C) = C) (vezi figura).
Avem R(B) = C, triunghiul AM Mj este echilateral, iar triunghiurile ABM si AC' M, sunct congruente.
Atunci AM = MM, MiC = MB i LACM,; = LABM = 60° — LM BC. Mai observam ca

AMCM, = AMCA + LACM, = 60° — LMCB + 60° — LM BC = 120° — (180° — £LBMC) = 60°.
Aplicand teorema consinusului in AM BC cu £ BMC' = 120°, obtinem
BC?* = MB*+ MC? —2MB - MC - cos120° = MB* + MC* + MB - MC, (1)
Aplicand teorema consinusului in AM M;C', obtinem
MM? = MC? + M;C* — 2MC - M,C - cos60° = AM? = MC? + MB* - MC-MB. (2)
Din (1) si (2) prin scadere obtinem M M7 — BC?* = —2MB-MC = MA?+2MB-MC = AB?. O

11.5. Rezolvati in R ecuatia
log4(27 4+ 1) = logy (3" — 1).

Solutie. Consideram functia f : R — (0, +00), f(x) = logs(2* + 1), care este strict crescitoare pe R.

Daca x = a este o solutie a ecuatiei date, atunci din ecuatie rezulta ca
F(f(a)) = logg (28D 4 1) = logy (225" + 1) = logs(3" — 1+ 1) = q,

adica f(f(a)) =a (1).

Vom arata ca f(a) = a. Daca f(a) > a, atunci cum f este strict crescatoare, f(f(a)) > f(a) > a,
iar dacd f(a) < a, atunci similar obtinem f(f(a)) < f(a) < a. In ambele cazuri obtinem contradictie
cu (1). Prin urmare, trebuie neaparat sa avem f(a) = a, adica logs(2% 4+ 1) = a, pentru orice solutie
x = a a ecuatiei date. De aici rezulta 2% 4 1 = 3%. Ramane sa rezolvam ecuatia obtinuta: 2 +1 = 3”.

Observam ca 3* = 2¥ + 1 > 1 implica x > 0. Scriem ultima egalitate sub forma (%)I + (%)m = 1.
Deoarece x = 1 este o solutie, iar membrul stang al ecuatiei este o functie strict descrescatoare pe
intervalul (0, 400), rezultd cid z = 1 este singura solutie a acestei ecuatii. Se verifica imediat cad x = 1

satisface si ecuatia din enunt. O



