OLIMPIADA LA MATEMATICA
etapa raionald/municipala, 07 februarie 2026, Clasa a XII — a

SOLUTII
12.1. Fie functia f:[1;4] » R, f(x) = ln(l + x/E) Determinati valoarea numerica a ariei subgraficului
functiei f.
Solutie.
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Atunci A(Tp) = xIn(1+Vx)|: = (In3-In2+1) =3m3 -1,
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12.2. In piramida triunghiulard VABC iniltimea VO trece prin punctul O - centrul cercului inscris in
triunghiul ABC. Se stie cda m(£VAC) = 60°, m(£VCA) = 45°, iar ariile triunghiurilor AOB si ABC se
raporta ca 1: (2 + \/§) Determinati masura unghiului BV C.

Solutie.

Fie P, Q si R punctele de tangenta cu laturile AC, AB si
AC respectiv, a cercului inscris in triunghiul ABC.

Fie VP = a. in conditia m(LVAC ) = 60°,
m(4VCA) = 45° obtinem AP = \/—_,AV \/_, PC = a.
Astfel AQ = \/—5, RC = a, BQ = BR.

AtunCi dq'AABC =pr = (%

cercului inscris In triunghiul ABC, p — semiperimetrul

lui, iar dq'AAOB = %(% + BQ) T.
Conditia

+a+ BQ) r, unde r este raza

:(5+50)

S(=+8

Apaos 1 2B

Anagc 2+\/_ (%+a+BQ>r 2++/3
3

Implica BQ = BR = % = AQ. Astfel am obtinut ci AAOB este isoscel. In consecintd AV = BV, iar

AVAP = AVBR. Atunci m(£AVP) = m(2BVR) = 30°.
Intrucat AVPC = AVRC, obtinem m(£PCV) = m(£RCV) = 45°. Atunci m(£BVC) = 75°.



12.3. Fie z;, z, numere complexe nenule, astfel incét |z, | = |z,| = |z; + z3|.

. . z1 2026 Z, 2026
Calculati valoarea expresiei 4 = (Z—) + (z—) .
2 1

Solutie. Intrucat |z;| = |z,|, obtinem |§—1| = 1. Notam j—l =cos@ +ising, ¢ € (—m,m.
2 2

Atunci A = (cos ¢ + i sin ¢)?°26 + (cos @ + i sin ) 72926 = c0s(2026 @) + i sin(2026¢) +
cos(—2026 @) + i sin(—2026¢) = 2 cos(2026 ¢).

Conditia |z,| = |z, + z,| implica |1 +z—1 =1 |14+cosp+ising|=1¢&
2

1 21
(:)(1+cos<p)2+sin2<p=1@cos<p=—§<:>(p=i?-

4052w

Atunci A = 2 cos(2026 ¢) =2 cos ( ) = 2 cos (1350n + 2?”) =2 cos (2?”) =—1.

12.4. Determinati matricea A de ordinul 2 cu elemente reale, care verifica relatia

35 2 _(-19 0
a-ea?+124= (50 o)
~19 0

. .. 3 _ 2 —
Solutie. Conditia A° — 64* + 12 A ( 81 -19

) poate fi scrisa astfel

omowsinam=(F S)eamr=(F S)or=(F 3)

unde B = A—2I,, I, = (é 2)

a b

Fie B = (C d). Atunci B* = B - B3 = B3 - B, de unde

¢ DG 29=Ga 2)C d=lZa
_8217 —37) < (3326 (33) - (_8217 —27) < {ac==_33'
B=A—212<:>A=(_1 0).

3 -1

Remarca. Aceeasi idee putea fi folosita in mod direct pentru a obtine matricea A.

Am obtinut B = (CCL 2) Atunci B3 = (

De exemplu, din ecuatie rezulta

. —19 0 =A. 3 _ 2 — A4 _ 3 2 _
A (81 _19)_,4 (A3 — 642 +12 A) = A* — 643 + 12 A% =

s a2 L (-19 0
(A% — 64 +12A)A_(81 _19) A

Fic A = (I; q). Atunci

t
(g (Z) ' (_8119 —29) - (_8119 —29) ' (Z Z) < {g z g.'

Ca urmare,



-19 0
A3—6A2+12A=(81 _19)@
( t3 —6t2 4+ 12t 0 ):(—19 0)
3st? —12st +12s t3 —6t% + 12t 81 -19
{ 2 —6t* +12t=—-19 _, {(t+1)(t2—7t+19) =0 _
3st? — 12st + 12s = 81 s(t? — 4t +4) =27

{ts:=_31 eA= (_31 —01)

=

12.5. Fie

Calculati lim I,.
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