OLIMPIADA LA MATEMATICA
Etapa raionala/municipala, 7 februarie 2026, Clasa a VIll-a

SOLUTII

8.1. Rezolvati in numere intregi ecuatia: 2x% + y2 + 2y — 1 = 0.

Solutie. Rescriem ecuatia:
2x2+y24+2y—1=0 & 2x2+y2+2y+1 -2=0 & 2x*+(y+1)? =2 (1)
Cum x,y € Z, din aceasti egalitate deducem inegalititile: 0 < 2x2 <2 si 0 < (y+1)? < 1.
De aici deducem x €{0,1,—1} si y+1€{0,1,-1} & ye{-1,0,—-2}.
Dacd x = 0, atunci din (1) obtinem (y +1)? =2 & y=+V2-1¢ Z.
Dacd x = 1, atunci din (1) obtinem (y+ 1)2=2-2=0 & y=—1, deci (x,y) = (1,-1).
Dacd x = —1, atunci din (1) obtinem (y + 1) =2-2=0 & y = —1,deci (x,y) = (—1,-1).
Astfel solutiile ecuaiei sunt (1,—1),(—1,—1).
8.2. O conductd de apa cu lungimea de 492 m se construieste din tevi de lungimi 14,7 m si 13,4 m fara a

le tdia in bucati mai mici. Determinati cate tevi de fiecare lungime sunt necesare pentru a construi
conducta.

Solutie. Notam cu p numarul de tevi de lungimea 14,7 m. si cu g numarul de tevi de lungimea 13,4 m.
necesare pentru construirea conductei, p,q € N. Obtinem egalitatea

14,7-p+ 13,4 =492 < 147 p+ 134- q =4920.
Remarcim ci p#0siq#0 deoarece 13414920 si 147 1 4920. Deci p,q e N". Avem
147-p+134-q=4920 © 349-p+134-9=3-1640 © 134-q=3-1640-349-p =
=3- (1640 - 49- p).
Cum 34134, avem q=3-k, k € N*. Astfel obtinem

134-3-k=3- (1640 - 49-p) © 134-k=1640-49-p & p= _16404-;34"‘ _
Cum peN’, obtinem
1640- 134k >0 &k <=2 =12
deci 0 <k <12, keN. Avem
p — 1640;9134- k — 33-49+23—4(;1»9-2+36)-k 33 — 2k + 23-36" k
=33 _ 2k + 49—26—4:33- k+13 k _ 33 — 2k 4+ 49(1— k)4;26+13-k —
=33 -2k +1—k+ 22 = (34— 3k + 2072 o\

Pentru0 < k <12, k eN. Rezulta

13(4" DenN @—EN ok-2=0ok=2,

deoarece 13 si 49 sunt reciproc prime si —1 <k-2<12 -2=10 < 49 . Astfel obtinem
p =28, q=6. Verificam

28-14,7 + 6-13,4 = 411,6 + 80,4 = 492
Deci obtinem p = 28, = 6 solutie unica.



8.3. In paralelogramul ABCD punctul O este intersectia diagonalelor. Pe dreapta AD in exteriorul
segmentului [AD] se ia punctul E astfel incat DE = %AD. Fie G € AC astfel incat EO || BG. Demonstrati
ca G este centrul de greutate al triunghiului BCD.

Solutie. 1) Avem DO = OB, deci [OC] este mediand in ABCD.

2)Notam EO N [DC] = {M}, BG n[DC] = {N}, EO n[AB] = {F}.
Cum [MF] |l [NB] si [MN] |l [FB], atunci MNBF este paralelogram
sideci MN = FB.

3) 40DM = AOBF, deoarece DO = 0B, 4DOM = 4BOF -
opuse la varf, A0DM = A0BF — alterne interne (ULU).

Deci DM = FB.

4) Trasam [DK] || EO cu K € [AB].

Cum [DK] Il [MF] si [DM] |l [KF], atunci MDKF este paralelogram si deci DM = KF. Astfel obtinem
KF =DM = MN = FB.

5) In AAEF avem [DK] |l [EF], conform Teoremei lui Thales avem % = % = % = 2, deci AK = 2KF.
6) Cum FB = KF, obtinem AK = KB = ATB = DTC, deoarece AB, CD sunt laturi opuse in paralelogramul

ABCD.
7)Dar DN =DM + MN = KF + FB = KB = %. Astfel [BN] este mediand in ABCD si G este centrul
de greutate al triunghiului BCD, fiind punct de intersectie a doua mediane.

8.4. Determinati toate numerele naturale n, astfel incat multimile
A={xeZ|Z=z2n}si B={xeZ|@x—1)(4—x) =0}
au exact un element comun.
Solutie. Multimea B consta din numerele intregi, care verifica inegalitatea (2x —1)(4 —x) = 0.
2x—12=20, i 2) {2x—1£0,
4—x=0. 4—x<0.

Aceasta inegalitate este adevarata doar in doua cazuri: 1) {

Rezolvam sistemul 1) si obtinem:

2x—120, _’)CZ , l
D% es0 @ {xsi, S sxst oxe{l234).

2x—1so,=){x o xcd.
X

1
In cazul sistemului 2) obtinem: 2) { 4— %<0 2’
—x<O0. 4,

IV IA

Deci B ={1,2,3,4}.

Acum nu este necesar sd gdsim toate elementele multimii A. Ramane doar sd vedem pentru care numere
naturale n multimea A are exact un element din multimea B.

Mai intai vom stabili pentru care valori n elementele multimii B apartin si multimii 4.

21-1 2 ) . . .
Pentru x = 1 avem vl > n. Deci, daca n = 0, obtinem ca 1 € A.

22-1 3 . . . -
Pentru x = 2 avem 4_21 = 5 2 n. Deci, daca n € {0, 1}, obtinem ca 2 € A.
3-1_ 5 ) . . .
Pentru x = 3 avem 243_31 =7 > n. Deci, dacan € {0, 1, 2, 3,4, 5}, obtinem ca 3 € A.

Numarul x = 4 nu poate fi element al multimii A, deoarece DVA al expresiei Z:T_xl este R\{4}. Prin

urmare, doar pentru numerele naturale n € {2, 3,4, 5} multimile A si B au exact un element comun si
anume x = 3.



8.5. Fie a, b si c trei numere reale. Demonstrati ca cel putin unul dintre numerele (a — b)?, (a — ¢)?,
a?+b?+c?

(b — ¢)? nu depaseste -

Solutie. Consideram cazul, cand cel putin unul dintre numerele a — b, a —c, b — ¢ este egal cu zero.
Presupunem, de exemplu, a — b = 0.

. a?+b%+c? A . . .
Atunci (a—b)?=0< —Y deoarece suma patratelor Intotdeauna este 0 marime nenegativa.

Fieacum a—b #0, a—c#0, b—c # 0.Notdm cum cel mai mic dintre numerele
la—bl|, la—c|, |b—c|.

Fara a restrange generalitatea, pentru fixarea ideilor, consideraim a < b < c.Atunci la —b|=b—a =>m
si |b—c|=c—b=m.De aici obtinem

la—cl=c—a=(c—b)+ (b—a)=2m.
Urmeaza
(a—=b)?+ (a—c)?+ (b—c)? >m?+ 4m? + m? = 6m?2.
Pe de alta parte
(a=—b)?+(a—0c)?>+(b—-c)>=a?—-2ab+b*+a?—-2ac+c?+b%?—2bc+c?=
=2(a?+ b*+c?)—2(ab + bc + ac) =
=3(a? + b?> + c?) — (a®> + b* + ¢?) — 2(ab + bc + ac) =
=3(a? + b? + c?) — (a®> + b* + ¢?* + 2(ab + bc + ac)) =
=3@@®>+b?+c?)—(a+b+c)
Cum (a + b + ¢)? = 0, atunci, conform ultimei inegalititi, obtinem
em?<(a—b)?+@—c)>+b—-c)?>=3@*+b*+c®)—(a+b+c)? <
< 3(a? + b? + ¢?),
sau
2 Sa2+b2+czl
2
Dar m? este cel mai mic dintre numerele (a — b)?, (a — ¢)?, (b — ¢)?. Astfel cel mai mic dintre
numerele (a — b)?, (a — ¢)?, (b — ¢)? nu depiseste a4biact



