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A 68-A OLIMPIADĂ REPUBLICANĂ LA MATEMATICĂ  
Prima zi, 28 februarie 2026,  Clasa a XII–a  

Soluții 
12.1. Calculați:  

� �−𝑥𝑥3 + 7𝑥𝑥2 − 11𝑥𝑥 + 5
4

−4
𝑑𝑑𝑑𝑑. 

Soluție.  

� �−𝑥𝑥3 + 7𝑥𝑥2 − 11𝑥𝑥 + 5
4

−4
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � �(𝑥𝑥 − 1)2(5 − 𝑥𝑥)

4

−4
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � |𝑥𝑥 − 1|√5 − 𝑥𝑥

4

−4
𝑑𝑑𝑑𝑑

= � (1 − 𝑥𝑥)√5 − 𝑥𝑥
1

−4
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � (𝑥𝑥 − 1)√5 − 𝑥𝑥

4

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

=
�

�
𝑡𝑡 = √5 − 𝑥𝑥
𝑥𝑥 = 5 − 𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −2𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑥𝑥 = −4 ⇒ 𝑡𝑡 = 3
𝑥𝑥 = 1 ⇒ 𝑡𝑡 = 2
𝑥𝑥 = 4 ⇒ 𝑡𝑡 = 1

�

�
= 2� (𝑡𝑡4 − 4𝑡𝑡2)

3

2
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2� (4𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡4 )

2

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

= 2�
𝑡𝑡5

5
−

4𝑡𝑡3

3
��

2

3

+ 2�
4𝑡𝑡3

3
−
𝑡𝑡5

5
��
1

2

= 40. 

12.2. În piramida triunghiulară regulată 
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉,  cu baza 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, punctul 𝑀𝑀 aparține 
muchiei 𝐶𝐶𝐶𝐶, astfel încât triunghiurile 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 și 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 sunt de arii egale cu 12√3 cm2, iar 
unghiul format de planele 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 și 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 este de 
30°. Determinați volumul piramidei 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉. 
 
Soluție. Metoda 1. Fie 𝐶𝐶𝐶𝐶 –  înălțime în 
triunghiul 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. Atunci 𝑀𝑀𝑀𝑀 –  înălțime în 
triunghiul 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 și  
m(∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀) = 30°. 
𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 implică 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐾𝐾𝐾𝐾. 
𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 12√3 cm2 implică 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 4√3 cm.  
Atunci 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4√3 cm, iar   
𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 √3

2
= 6 (cm). 

Aplicând teorema cosinusului în 
triunghiul 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, obținem 
𝑀𝑀𝐶𝐶2 = 72 − 36√3.  
Atunci 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 3√6 − 3√2 cm. 

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑀𝑀𝑀𝑀. 
În triunghiul 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉:  
𝑉𝑉𝐾𝐾2 = 𝑉𝑉𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐾𝐾2 = (𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑀𝑀𝑀𝑀)2 − 𝐴𝐴𝐾𝐾2э 

= 𝑉𝑉𝑀𝑀2 + 6𝑉𝑉𝑉𝑉�√6 − √2� + 60 − 36√3. 
Întrucât triunghiul 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶- isoscel, m(∠𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾) = 75°. Atunci m(∠𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉) = 105°. 
Aplicăm teorema cosinusului în triunghiul 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 și obținem  
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𝑉𝑉𝐾𝐾2 = 𝑀𝑀𝐾𝐾2 + 𝑉𝑉𝑀𝑀2 − 2𝑀𝑀𝑀𝑀 ∙ 𝑉𝑉𝑉𝑉 ∙ cos 105° = 36 + 𝑉𝑉𝑀𝑀2 − 12𝑉𝑉𝑉𝑉 ∙
1 − √3

2√2
= 

= 𝑉𝑉𝑀𝑀2 + 3𝑉𝑉𝑉𝑉�√6 − √2� + 36. 
Egalăm cele două expresii obținute pentru 𝑉𝑉𝐾𝐾2 și obținem  
𝑉𝑉𝑀𝑀2 + 6𝑉𝑉𝑉𝑉�√6 − √2� + 60 − 36√3 = 𝑉𝑉𝑀𝑀2 − 3𝑉𝑉𝑉𝑉�√6 − √2� + 36, ceea ce implică   

𝑉𝑉𝑉𝑉 = 12√3−8
√6−√2

 cm. 

Atunci 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑉𝑉𝑉𝑉 + 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 4√2�√3 + 1� (cm). 
 
Fie 𝐾𝐾𝐾𝐾 ⊥ 𝐶𝐶𝐶𝐶. Atunci 𝐶𝐶𝐶𝐶 ⊥ (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴), iar 𝒱𝒱𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 = 1

3
 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶. 

În triunghiul isoscel 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝐾𝐾𝐾𝐾 este înălțime, deci și mediană. Atunci 
𝐾𝐾𝑆𝑆2 = 𝐶𝐶𝐾𝐾2 − 𝐶𝐶𝑆𝑆2 = 18 + 9√3, ceea ce implică 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 3(√3+1)

√2
 cm. 

Calculăm 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2
𝐴𝐴𝐴𝐴 ∙ 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 3√6�√3 + 1� (cm2).  Atunci  𝒱𝒱𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 = 16�2√3 + 3� cm3. 

Metoda 2. Fie 𝐶𝐶𝐶𝐶 –  înălțime în triunghiul 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴. Atunci 𝑀𝑀𝑀𝑀 –  înălțime în triunghiul 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 și  
m(∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀) = 30°. 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 implică 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐾𝐾𝐾𝐾. 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 12√3 cm2 implică 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 4√3 cm și 
𝑀𝑀𝑀𝑀 = 𝐾𝐾𝐾𝐾. Atunci m(∠𝑀𝑀𝐶𝐶𝐾𝐾) = 75°. Fie 𝑉𝑉𝑂𝑂 –înălțimea piramidei. Atunci 𝑂𝑂𝑂𝑂 = 4 cm,  
𝑉𝑉𝑉𝑉 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 ∙  𝑡𝑡𝑡𝑡75°.   Determinăm 𝑡𝑡𝑡𝑡75° = 2 + √3. Atunci 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 4(2 + √3) cm, iar 𝒱𝒱𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉 =
1
3

 𝒜𝒜∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 ∙ 𝑉𝑉𝑉𝑉 = 16�2√3 + 3� cm3. 
 

12.3. Fie ∆𝑛𝑛= ��

3 1 1
1 7 1

…
…

1
1

  1
…     1…

13
…

…
…

1
…

1 1 1 … 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1

�� , 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗. Arătați că ∆2026 este divizibil prin 4053. 

 
Soluție. Notăm 𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 + 1),  𝑘𝑘 = 1, … ,𝑛𝑛. 

   ∆𝑛𝑛= �
3 1
1 7

…
…

1
1…    … … … …

1 1 … 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1
� = �

𝑎𝑎1 + 1 1
1 𝑎𝑎2 + 1

…
…

1
1…              … … … …

1             1 … 𝑎𝑎𝑛𝑛 + 1
� = �

𝑎𝑎1 + 1 1
−𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

…
…

1
0…         … … …

−𝑎𝑎1     0 … 𝑎𝑎𝑛𝑛
� = 

= −𝑎𝑎1(−1)𝑛𝑛+1 �
1 1
𝑎𝑎2 0

…
…

1
0…         … … …

0     0 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1

1
0…
0
� + 𝑎𝑎𝑛𝑛 �

𝑎𝑎1 + 1 1
−𝑎𝑎1 𝑎𝑎2

…
…

1
0…         … … …

−𝑎𝑎1     0 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1
� = 

−𝑎𝑎1(−1)𝑛𝑛+1(−1)𝑛𝑛𝑎𝑎2𝑎𝑎3 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛∆𝑛𝑛−1 = 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛∆𝑛𝑛−1.  
 
Atunci ∆𝑛𝑛−1= 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−2 + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1∆𝑛𝑛−2, iar  ∆𝑛𝑛= 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−2𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛−1∆𝑛𝑛−2. 

Înlocuind expresia lui ∆𝑛𝑛−2, obținem  

∆𝑛𝑛= 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−2𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛−3𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑎𝑎𝑛𝑛−2∆𝑛𝑛−3= ⋯ 

=
𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑛𝑛
+
𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛−1

+ ⋯+
𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑎𝑎2
+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛−1 … 𝑎𝑎2∆1 

=
𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑛𝑛
+
𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛−1

+ ⋯+
𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑎𝑎2
+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑎𝑎𝑛𝑛−1 … 𝑎𝑎2(1 + 𝑎𝑎1) 

= 𝑎𝑎1𝑎𝑎2 … 𝑎𝑎𝑛𝑛 �
1
𝑎𝑎𝑛𝑛

+
1

𝑎𝑎𝑛𝑛−1
+ ⋯

1
𝑎𝑎1

+ 1�. 



3 
 

Pentru 𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑘𝑘(𝑘𝑘 + 1),  𝑘𝑘 = 1, … ,𝑛𝑛, obținem  

∆𝑛𝑛= 𝑛𝑛! (𝑛𝑛 + 1)! �1 +
1

1 ∙ 2
+

1
2 ∙ 3

+ ⋯+
1

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)� = 

= 𝑛𝑛! (𝑛𝑛 + 1)! �1 + �1 −
1
2
� + �

1
2
−

1
3
� + ⋯+ �

1
𝑛𝑛

 −
1

𝑛𝑛 + 1
�� = 𝑛𝑛! (𝑛𝑛 + 1)! �2 −

1
𝑛𝑛 + 1

� = 

= (𝑛𝑛!)2(2𝑛𝑛 + 1). 
Atunci ∆2026= (2026!)2 ∙ 4053. 

12.4. Fie 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ � sin𝑥𝑥
sin𝑥𝑥+𝑛𝑛

𝑛𝑛𝜋𝜋
2
0 𝑑𝑑𝑑𝑑,   𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑛𝑛 ≥ 2.  Calculați lim

𝑛𝑛→+∞
𝐼𝐼𝑛𝑛.  

 

Soluție. Întrucât 0 ≤ sin 𝑥𝑥 ≤ 1,∀𝑥𝑥 ∈ �0; 𝜋𝜋
2
� obținem sin𝑥𝑥

sin𝑥𝑥+𝑛𝑛
≤ 1 și respectiv � sin𝑥𝑥

sin𝑥𝑥+𝑛𝑛
𝑛𝑛

≤ 1. Atunci  

∫ � sin𝑥𝑥
sin𝑥𝑥+𝑛𝑛

𝑛𝑛𝜋𝜋
2
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋
2
0 , ceea ce implică  ∫ � sin𝑥𝑥

sin𝑥𝑥+𝑛𝑛
𝑛𝑛𝜋𝜋

2
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤ 𝜋𝜋

2
 .                                                        (1)   

Observăm că sin 𝑥𝑥 ≥ 2
𝜋𝜋
𝑥𝑥,∀𝑥𝑥 ∈ �0; 𝜋𝜋

2
�. Într-adevăr: pe segmentul �0; 𝜋𝜋

2
� funcția 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 este 

concavă. Conform definiției funcției concave toate valorile funcției sunt situate deasupra coardei care 
trece prin punctele (0; 0) și �𝜋𝜋

2
; 1�, adică  𝑦𝑦 = 2

𝜋𝜋
𝑥𝑥. 

Atunci ∀𝑥𝑥 ∈ �0; 𝜋𝜋
2
�: sin𝑥𝑥
sin𝑥𝑥+𝑛𝑛

≥ 2𝑥𝑥
𝜋𝜋(𝑛𝑛+1), ceea ce implică � sin𝑥𝑥

sin𝑥𝑥+𝑛𝑛
𝑛𝑛

≥ � 2𝑥𝑥
𝜋𝜋(𝑛𝑛+1)

𝑛𝑛 . 

 

𝐼𝐼𝑛𝑛 ≥ � �
2𝑥𝑥

𝜋𝜋(𝑛𝑛 + 1)
𝑛𝑛

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

2
𝜋𝜋(𝑛𝑛 + 1)�

1
𝑛𝑛 𝑥𝑥

1
𝑛𝑛+1

1
𝑛𝑛 + 1

�

0

𝜋𝜋
2

=
1

√𝑛𝑛 + 1𝑛𝑛 ∙
𝑛𝑛

𝑛𝑛 + 1
∙
𝜋𝜋
2

. 

Întrucât 

lim
𝑛𝑛→+∞

1
√𝑛𝑛 + 1𝑛𝑛 ∙

𝑛𝑛
𝑛𝑛 + 1

∙
𝜋𝜋
2

=
𝜋𝜋
2

lim
𝑛𝑛→+∞

1
√𝑛𝑛 + 1𝑛𝑛 =

𝜋𝜋
2

.                                       (2) 

Conform teoremei „cleștelui” din (1) și (2) concluzionăm că lim
𝑛𝑛→+∞

𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝜋𝜋
2

. 
 


