A 68-A OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Prima zi, 28 februarie 2026, Clasa a XII-a

12.1. Calculati:

Solutii
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12.2. In piramida triunghiulard regulata
VABC, cu baza ABC, punctul M apartine
muchiei CV, astfel incét triunghiurile ABC si
ABM sunt de arii egale cu 12v3 cm?, iar
unghiul format de planele ABC si ABM este de
30°. Determinati volumul piramidei VABC.

Solutie. Metoda 1. Fie CK — finaltime in
triunghiul ABC. Atunci MK — 1indltime in
triunghiul ABM si

m(£MKC) = 30°.

Apapc = Apagy Implica MK = KC.

Apape = 12v/3 em? implicd BC = 4+/3 cm.
Atunci AM = 4+/3 cm, iar

MK = AM 2 = 6 (cm).

Aplicand teorema cosinusului in
triunghiul CMK, obtinem
MC? =72 — 36V3.
Atunci MC = 3v6 — 3v2 cm.
VA=CV =VM+ MC.
In triunghiul VAK:
VK? =VA? — AK? = (VM + MC)* — AK?5
=VM? + 6VM(V6 —V2) + 60 — 36V3.
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Intrucat triunghiul CMK- isoscel, m(2KMC) = 75°. Atunci m(2VMK) = 105°.
Aplicam teorema cosinusului in triunghiul VKM si obtinem



VK? = MK? + VM? — 2MK - VM - cos 105° = 36 + VM? — 12VM % =
= VM? +3VvM(V6 — v2) + 36.
Egaldm cele doud expresii obtinute pentru VK? si obtinem
VM? + 6VM(V6 —V2) + 60 — 36vV3 = VM? — 3VM(V6 — V2) + 36, ceea ce implica
vM =258
V6-V2
Atunci CV = VM + MC = 4V2(V/3 + 1) (cm).

Fie KS L CV. Atunci CV L (ABS), iar Vyapc = 5 Anaps " CV.
In triunghiul isoscel CMK, KS este inaltime, deci si mediana. Atunci

KS? = CK? — CS? = 18 + 9v/3, ceea ce implicd KS = 3(@1) cm

Calculdm Apyps = %AB -KS =3vV6(V3 + 1) (cm?). Atunci Vyypc = 16(2V3 + 3) cm’.

Metoda 2. Fie CK — inaltime in triunghiul ABC. Atunci MK — inaltime in triunghiul ABM si
m(2MKC) = 30°. Apapc = Apagy implica MK = KC. Apppc = 12v/3 cm? implicd BC = 4+/3 cm si
MK = KC. Atunci m(£MCK) = 75°. Fie VO —inéltimea piramidei. Atunci OC = 4 cm,

VO = 0C- tg75°. Determinim tg75°=2++/3. Atunci VO =42 ++/3) cm, iar Vyupc =
= Apapc VO = 16(2V3 + 3) em’.
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12.3.FieA,=|1 1 13 1 , n € N*. Aratati cd A,(,¢ este divizibil prin 4053.
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Solutie. Notaim a, = k(k+1), k=1, ...,n.
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Atunci A,,_1= a0y ...Qp_5 + an_10p_p,1ar Ay=aqa;y ...an_1 + 105 ... Ay_2ay + Anay_10, 5.
Inlocuind expresia lui A,,_,, obtinem
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Pentru ay = k(k + 1), k =1, ...,n, obtinem
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Atunci A2026= (2026')2 -4053.
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Observam ca sinx = %x, Vx € [0;%]. Intr-adevar: pe segmentul [0;%] functia f(x) = sin x este

Solutie. Intrucat 0 < sinx < 1,Vx € [0;%] obtinem ——— < 1 si respectiv n/% < 1. Atunci

concava. Conform definitiei functiei concave toate valorile functiei sunt situate deasupra coardei care
. (T .o 2
trece prin punctele (0; 0) si (E; 1), adicd y = ~Xx.
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Conform teoremei ,,clestelui” din (1) si (2) concluziondm ca lim [, = >
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