A 69-A OLIMPIADA REPUBLICANA LA MATEMATICA
Ziua a doua, 1 martie 2026, Clasa a XII-a
Solutii

12.5. Fie ABCDA,{B,C;D; un cub cu muchia de 1 cm, in care punctul M este mijlocul muchiei

DD;. Determinati masura unghiului format de dreptele BM si A, C.
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Solutie.
Construim cubul PABRP; A1B1R4, incat P; B || A;C. Atunci unghiul format de dreptele BM si A, C

este congruent cu unghiul P,BM = a.
Calculim BM? = AB? + AD? + MD* =1+ 1+==2,PM? =4+~ =" BP, =3 cm.
Aplicam teorema cosinusului in triunghiul P; BM si obtinem

P,M? = P,B? + BM? — 2P,B-BM - cosa, ceea ce implicd % =3 +%— 2\/§-§cosa si in

s YER V3
consecinta cosa = ? S1 @ = arccos ?

12.6. Aratati ca pentru orice numar complex z cu modulul egal cu 1 are loc inegalitatea

V2|1 —2z| + i |1 — z*| = |1 — z?|. Determinati toate valorile lui z, pentru care are loc egalitatea.

Solutie. Fie z = cos @ + ising,p € (—m; m].

Atunci z2 = cos(2¢) + i sin(2¢) si z* = cos(4¢) + i sin(4¢).
l1—z=1—-cosp—ising = Zsinzg— 2isin§cos§ =2 sin%(sin%— i cos%),

ceea ce implica



11—z =2 |sin§| 11— 22| = 2|singl, |1 — z*| = 2|sin(2¢)|.
Atunci inegalitatea
1
2v2 |1 —z| +711-z4 =11 -2
este echivalentd cu 2v2 |sin§| + % |sin(2¢)| = 2|singp| &
e 22 |sin§| + |sin@| - |cos p| = 4 |sin£| . cosg =3
. .
o 2V2 |smE| + 2 |sm | cos— |2 cos? 1| > 4|sm | cos— =
S |sin£| (\/—+ cos— |\/—cos—— 1| |\/—cos—+ 1| — 2cos(p) >0.
2 2
Pentru v2 cos% — 1 > 0 inegalitatea este echivalentd cu
2
|sin§| (\/E cos% — 1) (cos% + \/f) > 0 — inegalitate adevarata.
Pentru V2 cos 2 — 1 < 0 inegalitatea este echivalentd cu

|sm—| (1 —+/2cos = ) (\/— cos? + cos% + \/f) > 0 — inegalitate adevarata.

)
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in megahtatea obtinutd la punctul a) are loc daca si numai daca
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Pentru valorile obtinute a lui ¢, obtinem valorile lui z = 1,z = +i.

12.7. Determinati toate functiile continue f: (0; 1) — R pentru care

fF(X)F( —x) = In(x — x?),
unde F: (0; 1) = R este o primitiva a functiei f, astfel incat F (%) = 1.
Solutie. Pentru t = 1 — x, obtinem f (1 — )F (¢) = In(¢(1 — t)).
Scadem parte cu parte cele doua cele doua egalitdti si obtinem

fOFQ—x)—fA-x)Fx)) =0 F ()FQ-x)+(F1-x)Fx) =0
& (FX)F(1-x)) =0 F(x)F(1—x) = C.

Din conditia F (%) = 1 obtinem C = 1 si in consecinta relatia F(x)F(1 — x) = 1.
Observiam ci, deoarece pentru x € (0;1): In(x — x2?) < 0, relatia f(x)F(1 — x) = In(x — x?)

si conditia F (5) = 1> 0 implica £(x) < 05i F(x) > 0, Vx € (0 1).

Inlocuim F(1 — x) = ? in relatia f(x)F(1 — x) = In(x — x?) si obtinem



f&)

—— =In(x —x?) & (InF(x))" = In(x — x?).

F(x)
Atunci
u=In(x—x*) dv=dx 1-—2x
InF(x) = jln(x —x%)dx = (1 —2x)dx = x In(x — x?) — j dx
du = W V=X 1—x

1
=x ln(x—xz)—f(z—m)dxzx In(x —x?) — 2x —In(1 — x) + C;.

2 A . o 1. .
Inlocuim in expresia obtinutd x = 5§ obtinem C; = 1.
Atunci
— ,x In(x—x?)-2x-In(1-x)+1
F(x)=e (x=x?) 1-x)+1
si in consecinta

f(x) = F(x)In(x — xZ) = In(x — xZ) e* ln(x—xz)—Zx—ln(l—x)+1.

12.8. Fie I, = [ — 2%

0 ot i NE N*. Aratati ca sirul (S,)ps1, unde S, =1 + I, + -+ I,

este convergent.

LA 1 ng
Solutie. Intrucat I, = | -

* . - - .
0 Trrint a1 0, n € N*, concluziondam ca sirul (S,),>1 este

monoton crescator.

Aplicdm inegalitatea mediilor (aritmeticd-geometica) si obtinem

xn x" xn 1 n+1
< = =—x 2
T+x+x?++x"1 7 n V1 x-x2- . xn1 pxl#2++4n-1 n
Atunci
1 1
x"dx 1 n+1 2 n+3|1 2
I, = <—-|x2dx=——=x2 | =———, n € N*,
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Si in consecinta
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Astfel am obtinut ¢ sirul (S,,),»1 este monoton si marginit, iar conform teoremei Weierstrass este

Sn

si convergent.



