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Soluții 
 

12.5. Fie 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1 un cub cu muchia de 1 cm, în care punctul 𝑀𝑀 este mijlocul muchiei 

𝐷𝐷𝐷𝐷1. Determinați măsura unghiului format de dreptele 𝐵𝐵𝐵𝐵 și 𝐴𝐴1𝐶𝐶. 

Soluție.  

Construim cubul 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝑅𝑅1, încât 𝑃𝑃1𝐵𝐵 ∥ 𝐴𝐴1𝐶𝐶. Atunci unghiul format de dreptele 𝐵𝐵𝐵𝐵 și 𝐴𝐴1𝐶𝐶 

este congruent cu unghiul 𝑃𝑃1𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝛼𝛼. 

Calculăm 𝐵𝐵𝑀𝑀2 = 𝐴𝐴𝐵𝐵2 + 𝐴𝐴𝐷𝐷2 + 𝑀𝑀𝐷𝐷2 = 1 + 1 + 1
4

= 9
4

,𝑃𝑃1𝑀𝑀2 = 4 + 1
4

= 17
4

,𝐵𝐵𝑃𝑃1 = √3 cm. 

Aplicăm teorema cosinusului în triunghiul 𝑃𝑃1𝐵𝐵𝐵𝐵 și obținem 

𝑃𝑃1𝑀𝑀2 = 𝑃𝑃1𝐵𝐵2 + 𝐵𝐵𝑀𝑀2 − 2𝑃𝑃1𝐵𝐵 ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵 ∙ cos𝛼𝛼, ceea ce implică 17
4

= 3 + 9
4
− 2√3 ∙ 3

2
cos𝛼𝛼 și în 

consecință cos𝛼𝛼 = √3
9

  și 𝛼𝛼 = arccos √3
9

. 

 

12.6. Arătați că pentru orice număr complex 𝑧𝑧 cu modulul egal cu 1 are loc inegalitatea  

√2 |1 − 𝑧𝑧| + 1
4

|1 − 𝑧𝑧4| ≥ |1 − 𝑧𝑧2|. Determinați toate valorile lui 𝑧𝑧, pentru care are loc egalitatea. 

 

Soluție. Fie 𝑧𝑧 = cos𝜑𝜑 + 𝑖𝑖 sin𝜑𝜑 ,𝜑𝜑 ∈ (−𝜋𝜋;  𝜋𝜋].  

Atunci 𝑧𝑧2 = cos(2𝜑𝜑) + 𝑖𝑖 sin(2𝜑𝜑) și 𝑧𝑧4 = cos(4𝜑𝜑) + 𝑖𝑖 sin(4𝜑𝜑). 

1 − 𝑧𝑧 = 1 − cos𝜑𝜑 − 𝑖𝑖 sin𝜑𝜑 = 2 sin2
𝜑𝜑
2
− 2𝑖𝑖 sin

𝜑𝜑
2

cos
𝜑𝜑
2

= 2 sin
𝜑𝜑
2
�sin

𝜑𝜑
2
− 𝑖𝑖 cos

𝜑𝜑
2
�, 

ceea ce implică  



2 
 

|1 − 𝑧𝑧| = 2 �sin
𝜑𝜑
2
� , |1 − 𝑧𝑧2| = 2|sin𝜑𝜑|, |1 − 𝑧𝑧4| = 2|sin(2𝜑𝜑)|. 

Atunci inegalitatea  

2√2 |1 − 𝑧𝑧| +
1
4

|1 − 𝑧𝑧4| ≥ |1 − 𝑧𝑧2| 

 este echivalentă cu  2√2 �sin 𝜑𝜑
2
� + 1

2
|sin(2𝜑𝜑)| ≥ 2|sin𝜑𝜑|  ⇔ 

⇔ 2√2 �sin
𝜑𝜑
2
� + |sin𝜑𝜑| ∙ |cos𝜑𝜑| ≥ 4 �sin

𝜑𝜑
2
� ∙ cos

𝜑𝜑
2

 ⇔ 

⇔ 2√2 �sin
𝜑𝜑
2
� + 2 �sin

𝜑𝜑
2
� ∙ cos

𝜑𝜑
2
∙ �2 cos2

𝜑𝜑
2
− 1� ≥ 4 �sin

𝜑𝜑
2
� ∙ cos

𝜑𝜑
2

 ⇔ 

⇔  �sin
𝜑𝜑
2
� �√2 + cos

𝜑𝜑
2
∙ �√2 cos

𝜑𝜑
2
− 1� ∙ �√2 cos

𝜑𝜑
2

+ 1� − 2 cos
𝜑𝜑
2
� ≥ 0 . 

Pentru √2 cos 𝜑𝜑
2
− 1 ≥ 0 inegalitatea este echivalentă cu  

�sin 𝜑𝜑
2
� �√2 cos 𝜑𝜑

2
− 1�

2
�cos 𝜑𝜑

2
+ √2� ≥ 0 – inegalitate adevărată. 

Pentru √2 cos 𝜑𝜑
2
− 1 < 0 inegalitatea este echivalentă cu  

�sin 𝜑𝜑
2
� �1 − √2 cos 𝜑𝜑

2
� �√2 cos2 𝜑𝜑

2
+ cos𝜑𝜑

2
+ √2� ≥ 0 – inegalitate adevărată. 

Pentru (−𝜋𝜋;  𝜋𝜋], semnul „=” în inegalitatea obținută la punctul a) are loc dacă și numai dacă 

�
sin 𝜑𝜑

2
= 0

cos 𝜑𝜑
2

= 1
√2

⇔�
𝜑𝜑 = 0
𝜑𝜑 = ± 𝜋𝜋

2
. 

Pentru valorile obținute a lui 𝜑𝜑, obținem valorile lui 𝑧𝑧 = 1, 𝑧𝑧 = ±𝑖𝑖.  
 

12.7. Determinați toate funcțiile continue 𝑓𝑓: (0; 1) → ℝ pentru care  

𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) = ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2),  

unde 𝐹𝐹: (0; 1) → ℝ este o primitivă a funcției 𝑓𝑓, astfel încât  𝐹𝐹 �1
2
� = 1. 

Soluție. Pentru 𝑡𝑡 = 1 − 𝑥𝑥, obținem 𝑓𝑓(1 − 𝑡𝑡)𝐹𝐹(𝑡𝑡) = ln�𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)�. 

Scădem parte cu parte cele două cele două egalități și obținem  

𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(1 − 𝑥𝑥)𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 𝐹𝐹′(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) + (𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥))′𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 

⇔ �𝐹𝐹(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥)�
′

= 0 ⇔ 𝐹𝐹(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) = 𝐶𝐶. 

Din condiția 𝐹𝐹 �1
2
� = 1 obținem 𝐶𝐶 = 1 și în consecință relația 𝐹𝐹(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) = 1. 

Observăm că, deoarece pentru 𝑥𝑥 ∈ (0; 1): ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) < 0,   relația 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) = ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) 

și condiția 𝐹𝐹 �1
2
� = 1 > 0  implică 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 și 𝐹𝐹(𝑥𝑥) > 0, ∀𝑥𝑥 ∈ (0; 1). 

Înlocuim 𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) = 1
𝐹𝐹(𝑥𝑥)

 în relația 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝐹𝐹(1 − 𝑥𝑥) = ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) și obținem  
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𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) ⇔ (ln𝐹𝐹(𝑥𝑥))′ = ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2). 

Atunci  

ln𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑢𝑢 = ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
(1 − 2𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

𝑣𝑣 = 𝑥𝑥
� = 𝑥𝑥 ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) −�

1 − 2𝑥𝑥
1 − 𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑 

= 𝑥𝑥 ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) −��2 −
1

1 − 𝑥𝑥
�𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥 ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) − 2𝑥𝑥 − ln(1 − 𝑥𝑥) + 𝐶𝐶1. 

Înlocuim în expresia obținută 𝑥𝑥 = 1
2
 și obținem 𝐶𝐶1 = 1. 

Atunci  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 ln�𝑥𝑥−𝑥𝑥2�−2𝑥𝑥−ln(1−𝑥𝑥)+1, 

și în consecință  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) = ln(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) 𝑒𝑒𝑥𝑥 ln�𝑥𝑥−𝑥𝑥2�−2𝑥𝑥−ln(1−𝑥𝑥)+1. 

 

12.8. Fie 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
1+𝑥𝑥+𝑥𝑥2+⋯+𝑥𝑥𝑛𝑛−1

, 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗.1
0  Arătați că șirul (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1, unde 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2 + ⋯+ 𝐼𝐼𝑛𝑛, 

este convergent.   

Soluție. Întrucât 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
1+𝑥𝑥+𝑥𝑥2+⋯+𝑥𝑥𝑛𝑛−1

> 0, 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,1
0  concluzionăm că șirul (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 este 

monoton crescător. 

Aplicăm inegalitatea mediilor (aritmetică-geometică) și obținem 
𝑥𝑥𝑛𝑛

1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−1
≤

𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛 √1 ∙ 𝑥𝑥 ∙ 𝑥𝑥2 ∙ … ∙ 𝑥𝑥𝑛𝑛−1𝑛𝑛 =
𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑛𝑛 √𝑥𝑥1+2+⋯+𝑛𝑛−1𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛
𝑥𝑥
𝑛𝑛+1
2 . 

Atunci  

𝐼𝐼𝑛𝑛 = �
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

1 + 𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑛𝑛−1

1

0

≤
1
𝑛𝑛
�𝑥𝑥

𝑛𝑛+1
2 𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0

=
2

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 3) 𝑥𝑥
𝑛𝑛+3
2 �

0

1

=
2

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 3) , 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 

Și în consecință 

𝑆𝑆𝑛𝑛 =
2

1 ∙ 4
+

2
2 ∙ 5

+
2

3 ∙ 6
+

2
4 ∙ 7

+ ⋯+  
2

(𝑛𝑛 − 2)(𝑛𝑛 + 1) +
2

(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 + 2) +
2

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 3) = 

=
2
3
��

1
1
−

1
4
� + �

1
2
−

1
5
� + �

1
3
−

1
6
� + �

1
4
−

1
7
� + ⋯+ �

1
𝑛𝑛 − 2

−
1

𝑛𝑛 + 1
� + �

1
𝑛𝑛 − 1

−
1

𝑛𝑛 + 2
�

+ �
1
𝑛𝑛
−

1
𝑛𝑛 + 3

�� =
2
3
�1 +

1
2

+
1
3
−

1
𝑛𝑛 + 1

−
1

𝑛𝑛 + 2
−

1
𝑛𝑛 + 3

� ≤
11
9

, 𝑛𝑛 ∈ ℕ∗. 

Astfel am obținut că șirul (𝑆𝑆𝑛𝑛)𝑛𝑛≥1 este monoton și mărginit, iar conform teoremei Weierstrass este 

și convergent. 


